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1. Motivations, notations et résultats

Dans cette note, nous généralisons 3 CN¥, N > 1, les résultats de Baouendi et Goulaouic [1], obtenus pour les classes de
Gevrey sur des compacts K de RN 3 bords analytiques. Ces compacts constituent une partie de 'ensemble des compacts,
de CV, réguliers au sens de Whitney, pour lesquels la classe des jets Hp (K) (cf. ci-aprés) s'identifie 3 une sous-classe
des fonctions holomorphes a l'intérieur de K et C* jusqu'au bord. Ici, nous considérons des classes #py (K) beaucoup plus
larges que la classe de Gevrey et sur des compacts trés irréguliers de CN, pour lesquels I'identification précédente n'a pas
forcément lieu.

Soit K un compact de CN. La fonction extrémale de Siciak-Zaharjuta de K est définie par : Vg (z) := sup{u(z):
uelg(CM}, ze CN, ot Lg(CY) := {ue PSH(CN): ACeR), (VzeCN), u(2) <C+log(1+lz|), ulx <0} est la classe
de Lelong de K. Suivant [3] et [2], K vérifie la condition (LS) (Lojasiewicz-Siciak) s'il existe 89, C, B > O telles que :
(VzeCN, d(z,K) < 89), Vi(z) > Cd(z, K)P.

Pour tg >> 0, soit u : Jtg, +oo[— R, de classe C*°, vérifiant [—lemM(t) = +4o00, (' (t) > 0, et w appartient a un corps de

Hardy. On pose M(t) := t'et*®_Rappelons qu’'un jet F := (F*) 4epen de Whitney 9-plat vérifie la propriété suivante : il existe
une extension de Whitney f € C3°(CN) de F telle que, pour t > 0, il existe ¢; > 0 telle que | f(¢)| < ¢:d(¢, K)Y, ¢ dans CV,
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(cf. [4], [5] et [3]). Un jet F d-plat est dit de la classe M, et on écrit F € Hp(K) s'il existe deux constantes p, C > 0 telles
que

1) pour tout o € N2V, avec || > to, |F¥|, < Cp'*M(jex]),

2) pour tout j € N avec j+1>tg, & € N?N, tels que |a| < j, et &, ze K, on a ‘(RéF) (z)‘ ngJJrl% |z —g|i—le+1)

oll
ie\% +8 z-&F . 2N ;
(REF) (2) =F%(2) — Z F“ (g)T, pour (j,a,&,2) e Nx NV x K x K, avec |a| < j.
1BI<i—la] ’

La quantité ef*® mesure le défaut d’analyticité de la classe Hy (K). .
Pour . >0 et T >0, M, ) est la fonction associeé a w7 (t) := w(r.t + 7). Soient Qy, ,), Qu, ) les poids défi-
tM(MA.r)(t)
t

nis par : Xx) = inf x~
p (tr.0)X) Jnf p

Q@) = tiggxfth,r)(f) et on pose W, ) (%) = =108 R, ) (X), D, ) (X) =
—logQu, (%), x >> 0.
Nous avons les résultats suivants.

Théoréme 1. Soit K un compact de CN vérifiant la condition (ES). On suppose que Vg est Hélder continue. Soit F := (Fa)aeNZN un
jetde Hpy (K). Alors il existe s,r > 1, D > 0 dépendant de K et une suite (P,)nen de polyndmes de C[z1, ..., zy] avec deg(Py,) < n tels
que, pour tout o € N2N il existe Co, > 0, vérifiant

|F* — DZPy] < Cae™PPwsn™ pour tout n € N assez grand, (1)

ott ||-|| x est la norme uniforme sur K.

Les fonctions e := F¥ — (D“h) | K sont les composantes du jet d’incertitude e := F — ((D“h) [K)aeNzN d’'un jet F :=
(F*)genen sur K par rapport a h de C®(CMy.

Théoréme 2. Avec les hypothéses du Théoréme 1, il existe s,r > 1, D > 0 dépendant de K et une suite (Py)nen de polynomes de
Clz1, ..., zn] avec deg(Py) < n tels que, si I'on pose : €9 (z) := F¥(z) — DYPy(2), pour (n, o, z) € N* x N2N x K, alors, pour tout
leNeta e NN avec |a| <1, il existe C; > O tel qu'on a :

(Reer)" @)

pour tout &, z € K tels que & # z et pour tout n entier assez grand.

< Cre PPusn®, (2)

Théoréme 3. Avec les hypothéses du Théoréme 1, il existe s,r > 1, D > 0 dépendant de K et une suite (Py)nen de polynomes de
Clz1, ..., zy] avec deg(P,,) < n, tels que, pour tout [ € N, il existe C; > 0, telle que pour toutn >> 0,ona:

IF — Myl < e PPunsn®, 3)

ot I, désigne le jet (D"‘ Py K)aeNZN et oit les ||-||,K sont les semi-normes de Whitney sur K (cf. [3], p. 706).
2. Démonstration des résultats

Le schéma général suit une démarche analogue a celle de [3]. Les différences sont liées a I'aspect quantitatif et concernent
les degrés d’approximation, les zones de niveaux de la fonction de Green et le formalisme a poids associés a la classe
ultradifférentiable en question.

2.1. Preuve du Théoréme 1

La condition (ES) et la propriété de continuité de Holder entrainent que K est s-H convexe pour un s > 1. La proposition 3
de [5] stipule que, pour p > 0, il existe B,C, 0 < B <1 < C, dépendant de K, p, s, N, et qu'il existe des fonctions w;i =
1,...,N de classe C*® sur O(B,s) :={(¢,2) € V(K)\ K) x CN :d(z, K) < B-d(¢, K)*} et holomorphes en z dans O (B, s, ¢) :=
{ze CN :d(z,K) < B-d(¢, K)s}, pour ¢ € V(K)\ K, ott V(K) :={ze CN:d(z,K) <1}. Comme F € Hy(K), il existe une
extension f de Whitney de F et deux constantes a > 0 et b > 0 telles que, pour t > 0, on ait

[af(©)| <ab'e™Pd(c,K)', pourtout ¢eV(K)\K. (4)
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On pose r:= (Ns+ p)(2N —2) + 1. Le théoreme 18 de [4] et la proposition 3 de [2] assurent que, dans Hu,, , (K), chaque
composante F* posséde la représentation intégrale

N
F(2) = / 0f () ADYH(z, &)=Y F¥(2), avec

ceV(K) j=1
o ji—1 3f o e
Fi(2)= f (-1 ﬁ(é’)Dij(Z,é)w(é)Aw(i)
£eV(K) J
N
ol H(z,¢) = Z Hj(z,¢) /\ d¢, Aw(¢) est le noyau de Chaumat-Chollet, ce qui est compatible avec I'injection Hwm,,y (K) =
j=1 ke

HM(/Ls.r) (K)

Pour T > 0 et € € ]0, 1], on définit les zones de niveaux L,, (n € N*), par :

@(yu5,) (ndp)
ndy,

et R(¢) :=sup{i>1:Uk(1) C O(B,s,¢)}, avec Uy (%) := {z € CN : Vk(2) <log(h)} et (dn)nen est une suite croissante d’en-
tiers positifs. On considére le polyndme :

&
Ln:=[;GV(1<)\1<:R(;)>1+T< ) },ouk=1+o(R—1)'7 (0,n>0)

N
. K] _
Pndy = Y Pndy.j» aVeC Py, j(2) = f O g, (16, 0) @0 A 0©) 2 € ),

: Y
j=1 el é‘]

N+n-dy

ol Lyg, est 'opérateur d’interpolation polynomiale de Lagrange associé a un sytéme de m,.q, (:: ( nd,

de Fekete-Leja du compact K.
Estimons ‘F;" (z) — DY Pndn_j(z)‘. Pour tout z € K on a,

)) points extrémaux

P - 0 Pug 0| = [ DY H; (. )| [0@) A w(©)|

V(O\Ln

af
e
; '351

_ / 11(2,§)+f12(2,§)-

CeVIO\Ln ¢eln

of
ﬁ({)

]

IDYH;(z,£) — DYLyg, (Hi( 0) @] |0@) A (@)

D'apreés [5], il existe E > 0 tel que [D¥Hj(z, ¢)| < E**1jar|td(¢, K)7 19I5, de sorte que

1
d({, K)EHM

N
I1(z,¢) <a.EH |a|!< Qs (b.d(; 1<)>) 2z ¢ a) e K x (V(K)\ K) x N2V,

La propriété d’absorption de 2, ) et I'inclusion

a(Ms,r) (nd") PNEREN
VE)\NK\ Ly CUp:=4{¢eV(K)\K:d(, K) < —nd (diie a (LS)) donnent
n
loe|+1 ndn ’ loe]+1 —SB(y1y. 5 (dly)
h(z,0) < GE x| QLsr | =———— <GE loe|le ™ T pour
@ (15, ()

e (WK)\K)\ Lyetze K, desorte que f I1(z, £) < CE!®HT || 1e™S@ur.s) ()
ceV(K)\K

Estimons I(z, ¢), en commencgant par estimer |D‘z" Hj(z,¢) — DY Lng, (Hj (., £)(2)
de Markov donnent :

| DYLn 1)y (Hj (. £))(2) — DY Lng, (H(., 0))(2)]
< C(+ Ddn ) | Lngtydyey (Hi( 0O = Lna, (Hi OO [ ¢ -

,pour (z,¢) € Kx (V(K)\K). Les inégalités
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Pour chaque ¢ € V(K) \ K fixé, la fonction Hj(., ) est holomorphe en z € O(B, s, ¢), de sorte qu'un schéma analogue a celui
de [6] permet d’aboutir a

~ dn n
[Lay (H - DO = Hj( 0] ¢ < Cut () VR (g )20+ (1 (U ADRKE) )

1+ R()h
~ N+M
(1+R@)m)" " y 1 -
] 2(N+M) ~ q -
(R(¢)%n —1) (R@&)—1)7
On pose D := 21, Lorsque ¢ décrit Ly, 'estimation (5) donne
~ 1
| Lna, (Hi (2. D) = Hi (. O] < Cun—— s ()™
( 5”(#s.r)(n'd”) )
e n -1
n
a
( nd, ) e § 20+M+N) _ 0= DB(jus.r) (ndn)
w(llfs.r) (ndn) w(#s,r)(ndﬂ) &\ Ddn
(11 (=5))
Opusr) (04
On choisit d, de sorte que @y,,)(n-dp) > n, pour n >> 0. Ce choix entraine que e’ n > e’ et que les quantités

1

. 1 . . 4
a’ :=limsup(nd,)n et b’ :=limsu (a)n4d(11(1))n sont finies. Posons a:=a'™ et b:=b"", on a
n—+00 n—+oo \ s TR

. 2ab(1+N+M)
lim log =—

(e (@us,,)(ndn))f)m’"

ndy

2ab(1+N+M)

a(ﬂs,r)(nd") ¢
(rer("esn

inégalités de Markov donnent, pour n >>0et ¢ €L, :

| D Lin sty (Hi (. ) () = D Lna, (Hj (. D) O < Caphe™ PPusn® < ¢y 0,
donc Y7, sup;ep, I DY Lt 1)y (Hj (o £) () = DZLng, (Hj (., £)) ()| ¢ < +o00. Il sensuit que, pour z € K et ¢ € Ly,

En fixant p; € |0, 1], on aura, pour n >> 0, s < 1. Pour oo € ]p1, 1] fixé, I'inégalité triangulaire et les

~+00
|DSLng, (Hj(.,$))(2) — DYHj(z,¢)| < Z ‘D?Lkdk(Hj(-: £)(2) = DI Lk 1ydgyry (Hj (5 ) (2)
k=n

C =
< |DFLng, (Hj(. 0)(2) — D Hj(z, 0)| < 5 _“p2 phePCsn ),

Ces estimations donnent

F%(2) — D2 Pna, j(2)| < Aje™ A2 Pusn )
ot Aj(=A}(@)) >0 et Al(= A}(K)) > 0. Par ailleurs, pour n >> 0, il existe un unique k tel que kdy <n < (k4 1)di41. On
pose Py := Pj.q,. On aura alors deg(P,) <n et |[F% — DP, ||, < A ge A2 Pusn® o

2.2. Preuve du Théoréme 2

Avec les notations de la preuve du Théoréme 1, et eﬁ‘d" (2) :=F%(z) — DY Pyq,(2), on a :

€%y (2) = / 8f() ADZ (H(z.§) — Lug, (H(.. 0)(@)) + / §f () ADZH(z ) =1% () + ] ().
Ln V(K)\Ln

df () ADIH(z,¢) siceVK)\K
0 sicek

(K x K). Pour (I,r, 2, &,2) e Nx N2N x V(K) x K x K tel que || <1, on pose :

(Ra) co=a@o - 3 E-Hawe

[vI<I—ler|

Les coefficients de la forme différentielle a%*(z, ¢) = { sont continues dans O(B,s) U
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On a I'estimation suivante

N
1A% 111 1e o l—lal+1 1 1
(Rer)” o sacicyjatle - <d(§71<)(l+1)+§g2(“”)(b.d(;,l() ’

ot C; > 0. La condition (L£S) fournit (V(K) \ K) \ L, € {g“ eV(K)\K:d(,K) < %);:d'l)}, de sorte que pour (z,&,n,¢) €
KxKxNxWHEK)\K)\Ly ona

o —
’(RI%-A) (z, é-)‘ <a.Cq Ca C12+1 la|!|E — Z|l*|0£\+1 e—s'w(us,rl(ndn)'

Par suite,

|(Rtgna,)” @

il < lE 2] e 5 Ous,) M) < )@= 5Dusr) (dn)
1§ — 2z~

] ADY (H(z,7) — H(., P .
0’f<5¢i)§eK7( 2.8 L, (H. @) (RLBug, ) 2.0) = by (2.0) —
(z—¢

ZIV\QI*IQI Tybﬁ‘;;”(é, ). Avec le méme choix de (dp)nen fait dans la démonstration du Théoréme 1 et pour (z,&,¢,a) €

K x K x Ly x N?N et n >> 0, on obtient |D%Lng, (H;(.,£))(2) — DYH(z, )| < Cople PPusn@ gz )=1oks, sj ¢ € 10, 5[, on
déduit que

Pour @ € N®N, on pose b% (z,¢) = {

o I+1 _
/ |(REBna,) 20| daan (@) = 1€y et — 201 o}
Ln
x e P Psn (e, / d@, K5 dagn (0),
Ln
pour z, £ €K, leN, @ e NN et n >> 0. La propriété de continuité de Holder de Vk fournit

1

* % %
LnC ;ev(1<)\1<;d(;,1<)><Tn> (760(””)(“(1“))”
oCy

nd,

Ce qui donne

o —
[ |(REBna,) 20| daan(©) = 1€ et — 2141 glle™P T )
Ly

L (t—(+1)s) aa

T \™ @ nedo )\ e E= D)

x c(OINVIK) x | —= (M) .
oCy n-d,

5(/is,r)(x)
X

Pour a ]% 1[ fixé, il existe ¢, > 0 tel que, e~ Sa-@usp@)* < ,X>>0.Comme t—(I+1)s<0,ona

J|(Rena)” @0 drani) <20 € Tl x e -t
Ly

o~ D Bus p (dn)—nlog(03 )+ 55 ()50 Ga. @ g ) (M)

pour (z, ¢, a,1,n) € K2 x N2N x N2, o1 €(t), Cq, C2 sont des constantes, de sorte que

o
Ring,) @)
l( ehha,) @ < G~ D Bous, ()= 10825 )G i (1) =0) @us p ()"
g — 27l

Par ailleurs, il existe D > 0 vérifiant —D -0,y (n-dy) — nlog(gf) + ga-nik.((l + 1)s — D) (@(y,,) (n-dp))* < —5'6(Ms‘r)(n~dn),
de sorte que

()

il < El.efﬁ'w(us,r)(n'dﬂ)'
1§ — 2]
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Par suite,

(Rens,)" @]

Pour n € N*, il existe un unique j € N* tel que jd; <n < (j+ 1)dj41; comme dans la preuve du Théoréme 1, on a :
Py := Pjg;, donc deg(Py) <n et e = e}, = D'“F(z) — DFPy(2). Donc, pour (. £,2) €N x N2N xk x K avec |a| <1, £ #2z

(Rier)" @]

I—
j§ — 211

< e P Pusn®d) hourp > 0.

et pour n>>0,ona: < (e PPusn®™ o

2.3. Preuve du Théoréme 3

Elle résulte des Théorémes 1 et 2, ainsi que de la définition des semi-normes de Whitney. O

Tk
Remarques. 1. Pour k > 0, si u(t) = %log(t), alors Q(x) ~ e~**"" (classe de Gevrey). Si K est un compact de eN 3 bord

analytique lisse, nos résultats contiennent et précisent les résultats de Baouendi et Goulaouic [1].
2. Si K c CN est Whitney 1-régulier, nos résultats s'énoncent sans perte de régularité. Le Théoréme 1 contient les
résultats des auteurs [1] et [2] annoncés sous une forme plus faible (cf. [3]) et le Théoréme 3 de [2].

3. Dans le cas de la convexité au sens de Chirka, i.e. s=1, on a €, >~ Q, et les Théorémes 1, 2 et 3 s'énoncent sans
perte de régularité.
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