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1. Motivations, notations et résultats

Dans cette note, nous généralisons à CN , N ≥ 1, les résultats de Baouendi et Goulaouic [1], obtenus pour les classes de 
Gevrey sur des compacts K de RN à bords analytiques. Ces compacts constituent une partie de l’ensemble des compacts, 
de CN , réguliers au sens de Whitney, pour lesquels la classe des jets HM(K ) (cf. ci-après) s’identifie à une sous-classe 
des fonctions holomorphes à l’intérieur de K et C∞ jusqu’au bord. Ici, nous considérons des classes HM (K ) beaucoup plus 
larges que la classe de Gevrey et sur des compacts très irréguliers de CN , pour lesquels l’identification précédente n’a pas 
forcément lieu.

Soit K un compact de CN . La fonction extrémale de Siciak–Zaharjuta de K est définie par : V K (z) := sup
{

u(z) :
u ∈ LK (CN )

}
, z ∈ C

N , où LK (CN ) := {
u ∈ P S H(CN) : (∃C ∈ R), (∀z ∈ C

N ), u(z) � C + log (1 + |z|) , u|K � 0
}

est la classe 
de Lelong de K . Suivant [3] et [2], K vérifie la condition (ŁS) (Łojasiewicz–Siciak) s’il existe δ0, C, β > 0 telles que : 
(∀z ∈C

N , d(z, K ) � δ0), V K (z) � Cd(z, K )β .
Pour t0 >> 0, soit μ : ]t0, +∞[→ R, de classe C∞ , vérifiant lim

t→+∞μ(t) = +∞, μ′(t) > 0, et μ appartient à un corps de 

Hardy. On pose M(t) := tt etμ(t) . Rappelons qu’un jet F := (F α
)
α∈N2N de Whitney ∂-plat vérifie la propriété suivante : il existe 

une extension de Whitney f ∈ C∞
0 (CN ) de F telle que, pour t > 0, il existe ct > 0 telle que 

∣∣∂̄ f (ζ )
∣∣� ctd(ζ, K )t , ζ dans CN , 
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(cf. [4], [5] et [3]). Un jet F ∂-plat est dit de la classe M , et on écrit F ∈ HM(K ) s’il existe deux constantes ρ, C > 0 telles 
que

1) pour tout α ∈ N
2N , avec |α| > t0, 

∥∥F α
∥∥

K � Cρ |α|M(|α|),

2) pour tout j ∈N avec j +1 > t0, α ∈N
2N , tels que |α| ≤ j, et ξ, z ∈ K , on a 

∣∣∣(R j
ξ F
)α

(z)
∣∣∣� Cρ j+1 M( j+1)

( j−|α|+1)! |z − ξ | j−|α|+1, 
où (

R j
ξ F
)α

(z) = F α(z) −
∑

|β|� j−|α|
F α+β(ξ)

(z − ξ)β

β! , pour ( j,α, ξ, z) ∈ N×N
2N × K × K , avec |α| ≤ j.

La quantité etμ(t) mesure le défaut d’analyticité de la classe HM (K ).
Pour λ > 0 et τ ≥ 0, M(μλ,τ ) est la fonction associeé à μλ,τ (t) := μ(λ.t + τ ). Soient �(μλ,τ ) , �(μλ,τ ) les poids défi-

nis par : �(μλ,τ )(x) = inf
t
0

x−t M(μλ,τ )(t)

tt
, �(μλ,τ )(x) = inf

t
0
x−t M(μλ,τ )(t) et on pose ω(μλ,τ )(x) = − log �(μλ,τ )(x), ω(μλ,τ )(x) =

− log �(μλ,τ )(x), x >> 0.
Nous avons les résultats suivants.

Théorème 1. Soit K un compact de CN vérifiant la condition (ŁS). On suppose que V K est Hölder continue. Soit F := (F α
)
α∈N2N un 

jet de HM(K ). Alors il existe s, r ≥ 1, D > 0 dépendant de K et une suite (Pn)n∈N de polynômes de C[z1, ..., zN ] avec deg(Pn) ≤ n tels 
que, pour tout α ∈ N

2N , il existe Cα > 0, vérifiant∥∥F α − Dα
z Pn
∥∥

K ≤ Cαe−Dω(μs,r )(n) pour tout n ∈N assez grand, (1)

où ‖·‖K est la norme uniforme sur K .

Les fonctions eα := F α − (Dαh) � K sont les composantes du jet d’incertitude e := F − ((Dαh) � K
)
α∈N2N d’un jet F :=

(F α)α∈N2N sur K par rapport à h de C∞(CN ).

Théorème 2. Avec les hypothèses du Théorème 1, il existe s, r ≥ 1, D > 0 dépendant de K et une suite (Pn)n∈N de polynômes de 
C[z1, ..., zN ] avec deg(Pn) ≤ n tels que, si l’on pose : eα

n (z) := F α(z) − Dα
z Pn(z), pour (n, α, z) ∈ N

∗ × N
2N × K , alors, pour tout 

l ∈N et α ∈N
2N avec |α| ≤ l, il existe Cl > 0 tel qu’on a :∣∣∣(Rl

ξ en

)α
(z)
∣∣∣

|ξ − z|l−|α| ≤ Cl e−Dω(μs,r )(n), (2)

pour tout ξ, z ∈ K tels que ξ 
= z et pour tout n entier assez grand.

Théorème 3. Avec les hypothèses du Théorème 1, il existe s, r ≥ 1, D > 0 dépendant de K et une suite (Pn)n∈N de polynômes de 
C[z1, ..., zN ] avec deg(Pn) ≤ n, tels que, pour tout l ∈N, il existe Cl > 0, telle que pour tout n >> 0, on a :

‖F − 
n‖K
l � Cle

−Dω(μs,r )(n), (3)

où 
n désigne le jet 
(

Dα Pn � K
)
α∈N2N et où les ‖·‖K

l sont les semi-normes de Whitney sur K (cf. [3], p. 706).

2. Démonstration des résultats

Le schéma général suit une démarche analogue à celle de [3]. Les différences sont liées à l’aspect quantitatif et concernent 
les degrés d’approximation, les zones de niveaux de la fonction de Green et le formalisme à poids associés à la classe 
ultradifférentiable en question.

2.1. Preuve du Théorème 1

La condition (ŁS) et la propriété de continuité de Hölder entrainent que K est s-H convexe pour un s ≥ 1. La proposition 3 
de [5] stipule que, pour ρ > 0, il existe B, C , 0 < B < 1 < C , dépendant de K , ρ , s, N , et qu’il existe des fonctions wi i =
1, . . . , N de classe C∞ sur O (B, s) := {(ζ, z) ∈ (V(K ) \ K )×C

N : d(z, K ) < B·d(ζ, K )s} et holomorphes en z dans O (B, s, ζ ) :=
{z ∈ C

N : d(z, K ) < B·d(ζ, K )s}, pour ζ ∈ V (K ) \ K , où V(K ) := {z ∈ C
N : d(z, K ) < 1}. Comme F ∈ HM(K ), il existe une 

extension f de Whitney de F et deux constantes a > 0 et b > 0 telles que, pour t > 0, on ait∣∣∂ f (ζ )
∣∣≤ a.btetμ(t)d(ζ, K )t, pour tout ζ ∈ V(K ) \ K . (4)
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On pose r := (Ns + ρ)(2N − 2) + 1. Le théorème 18 de [4] et la proposition 3 de [2] assurent que, dans HM(μs,r )
(K ), chaque 

composante F α possède la représentation intégrale

F α(z) =
∫

ζ∈V(K )

∂̄ f (ζ ) ∧ Dα
z H(z, ζ ) =

N∑
j=1

F α
j (z), avec

F α
j (z) =

∫
ζ∈V(K )

(−1) j−1 ∂ f

∂ζ j
(ζ )Dα

z H j(z, ζ )ω(ζ ) ∧ ω(ζ )

où H(z, ζ ) =
N∑

j=1

H j(z, ζ ) 
∧
k 
= j

dζ k ∧ω(ζ ) est le noyau de Chaumat–Chollet, ce qui est compatible avec l’injection HM(μ)
(K ) ↪→

HM(μs,r )
(K ).

Pour T > 0 et ε ∈ ]0,1[, on définit les zones de niveaux Ln , (n ∈N
∗), par :

Ln :=
{
ζ ∈ V(K ) \ K : R̃(ζ ) � 1 + T

(
ω(μs,r)(ndn)

ndn

)ε}
, où R̃ = 1 + σ (R − 1)η (σ ,η > 0)

et R(ζ ) := sup {λ > 1 : UK (λ) ⊂ O (B, s, ζ )}, avec UK (λ) := {z ∈C
N : V K (z) < log(λ)

}
et (dn)n∈N est une suite croissante d’en-

tiers positifs. On considère le polynôme :

Pndn =
N∑

j=1

Pndn, j, avec Pndn, j(z) :=
∫

ζ∈Ln

(−1) j−1 ∂ f

∂ζ j
(ζ )Lndn

(
H j(·, ζ )

)
(z)ω(ζ ) ∧ ω(ζ ) (z ∈ K ),

où Lndn est l’opérateur d’interpolation polynomiale de Lagrange associé à un sytème de mn·dn

(
:= (N+n·dn

n·dn

))
points extrémaux 

de Fekete–Leja du compact K .

Estimons 
∣∣∣F α

j (z) − Dα
z Pndn, j(z)

∣∣∣. Pour tout z ∈ K on a,

∣∣∣F α
j (z) − Dα

z Pn·dn, j(z)
∣∣∣≤ ∫

V(K )\Ln

∣∣∣∣∣ ∂ f

∂ζ j
(ζ )

∣∣∣∣∣ ∣∣Dα
z H j(z, ζ )

∣∣ ∣∣ω(ζ ) ∧ ω(ζ )
∣∣

+
∫
Ln

∣∣∣∣∣ ∂ f

∂ζ j
(ζ )

∣∣∣∣∣ ∣∣Dα
z H j(z, ζ ) − Dα

z Ln·dn

(
H j(., ζ )

)
(z)
∣∣ ∣∣ω(ζ ) ∧ ω(ζ )

∣∣
=

∫
ζ∈V(K )\Ln

I1(z, ζ ) +
∫

ζ∈Ln

I2(z, ζ ).

D’après [5], il existe E > 0 tel que 
∣∣Dα

z H j(z, ζ )
∣∣≤ E |α|+1 |α|!d(ζ, K )−r−|α|.s , de sorte que

I1(z, ζ ) � a.E |α|+1 |α|!
(

1

d(ζ, K )
r
s +|α| �(μs,r)

(
1

b·d(ζ, K )

))s

, (z, ζ,α) ∈ K × (V(K ) \ K ) ×N
2N .

La propriété d’absorption de �(μr,s) et l’inclusion

(V(K ) \ K ) \ Ln ⊂ Un :=
{
ζ ∈ V(K ) \ K : d(ζ, K ) <

ω(μs,r)(ndn)

Cndn

}
(dûe à (ŁS)) donnent

I1(z, ζ ) � C1 E |α|+1 |α|!
(

�s,r

(
ndn

ω(μs,r)(ndn)

))s

� C1 E |α|+1 |α|!e−sω(μr,s)(ndn) pour

ζ ∈ (V(K ) \ K ) \ Ln et z ∈ K , de sorte que
∫

ζ∈V(K )\K

I1(z, ζ ) � C E |α|+1 |α|!e−sω(μr,s)(ndn).

Estimons I2(z, ζ ), en commençant par estimer 
∣∣Dα

z H j(z, ζ ) − Dα
z Lndn (H j(., ζ ))(z)

∣∣, pour (z, ζ ) ∈ K ×(V(K ) \ K ). Les inégalités 
de Markov donnent :∣∣Dα

z L(n+1)dn+1(H j(., ζ ))(z) − Dα
z Lndn (H j(., ζ ))(z)

∣∣
≤ C((n + 1)dn+1)

r|α| ∥∥L(n+1)d (H j(., ζ ))(·) − Lnd (H j(., ζ ))(·)∥∥ .
n+1 n K



1128 M.T. Belghiti et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 356 (2018) 1125–1130
Pour chaque ζ ∈ V(K ) \ K fixé, la fonction H j(., ζ ) est holomorphe en z ∈ O (B, s, ζ ), de sorte qu’un schéma analogue à celui 
de [6] permet d’aboutir à∥∥Lndn (H j(., ζ ))(·) − H j(., ζ )

∥∥
K � CM,N(ndn)

N R̃(ζ )2dn(N+M)

(
1 + (N + M)R̃(ζ )dn

1 + R̃(ζ )δdn

)n

×
(
1 + R̃(ζ )dn

)N+M(
R̃(ζ )δdn − 1

)2(N+M)
× 1(

R̃(ζ ) − 1
) q

ηκ

. (5)

On pose D := 2δ−1
4 . Lorsque ζ décrit Ln , l’estimation (5) donne∥∥Lndn (H j(ζ, ·))(·) − H j(., ζ )

∥∥
K � C̃M,N

1(
eδ

ω(μs,r )(n·dn)

n − 1

)2(M+N)
(ndn)N

×
(

ndn

ω(μs,r)(ndn)

) q
ηκ ×

⎛⎜⎝ 2(1 + M + N)(
1 + T

(
ω(μs,r )(ndn)

nddn

)ε)Ddn

⎞⎟⎠
n

e−Dω(μs,r )(ndn).

On choisit dn de sorte que ω(μs,r)(n·dn) ≥ n, pour n >> 0. Ce choix entraîne que eδ
ω(μs,r )(n·dn)

n ≥ eδ et que les quantités 

a′ := lim sup
n→+∞

(ndn)
1
n et b′ := lim sup

n→+∞

(
nd

ω(μs,r )(ndn)

) 1
n

sont finies. Posons a := a′ N et b := b′ q
ηκ , on a

lim
n→+∞ log

⎛⎜⎝ 2 a b (1 + N + M)(
1 + T

(
ω(μs,r )(ndn)

ndn

)ε)Ddn

⎞⎟⎠= −∞.

En fixant ρ1 ∈ ]0,1[, on aura, pour n >> 0, 2ab(1+N+M)(
1+T

(
ω(μs,r )(ndn)

ndn

)ε)Ddn
� ρ1. Pour ρ2 ∈ ]ρ1, 1[ fixé, l’inégalité triangulaire et les 

inégalités de Markov donnent, pour n >> 0 et ζ ∈ Ln :∥∥Dα
z L(n+1)d(n+1)

(H j(., ζ ))(·) − Dα
z Lndn (H j(., ζ ))(·)∥∥

K
� Cαρn

2 e−Dω(μs,r )(n) � Cαρn
2 ,

donc 
∑

n�n0
supζ∈Ln

∥∥Dα
z L(n+1)dn+1(H j(., ζ ))(·) − Dα

z Lndn (H j(., ζ ))(·)∥∥K < +∞. Il s’ensuit que, pour z ∈ K et ζ ∈ Ln ,

∣∣Dα
z Lndn (H j(., ζ ))(z) − Dα

z H j(z, ζ )
∣∣≤ +∞∑

k=n

∣∣∣Dα
z Lkdk (H j(., ζ )(z)) − Dα

z L(k+1)d(k+1)
(H j(., ζ ))(z)

∣∣∣
≤ ∣∣Dα

z Lndn (H j(., ζ ))(z) − Dα
z H j(z, ζ )

∣∣� C̃α

1 − ρ2
ρn

2 e−Dω(μs,r )(ndn).

Ces estimations donnent∣∣∣F α
j (z) − Dα

z Pn·dn, j(z)
∣∣∣≤ A′

1e−A′
2·ω(μs,r )(n·dn),

où A′
1(= A′

1(α)) > 0 et A′
2(= A′

2(K )) > 0. Par ailleurs, pour n >> 0, il existe un unique k tel que kdk ≤ n < (k + 1)dk+1. On 
pose Pn := Pk·dk . On aura alors deg(Pn) ≤ n et 

∥∥F α − Dα
z Pn
∥∥

K ≤ A1,αe−A2·ω(μs,r )(n) . �
2.2. Preuve du Théorème 2

Avec les notations de la preuve du Théorème 1, et eα
ndn

(z) := F α(z) − Dα
z Pndn (z), on a :

eα
ndn

(z) =
∫
Ln

∂̄ f (ζ ) ∧ Dα
z

(
H(z, ζ ) − Lndn (H(., ζ )(z))

)+ ∫
V(K )\Ln

∂̄ f (ζ ) ∧ Dα
z H(z, ζ ) = Iαndn

(z) + Jαndn
(z).

Les coefficients de la forme différentielle aα(z, ζ ) =
{

∂̄ f (ζ ) ∧ Dα
z H(z, ζ ) si ζ ∈ V(K ) \ K

0 si ζ ∈ K
sont continues dans O (B, s) ∪

(K × K ). Pour (l, α, ζ, ξ, z) ∈N ×N
2N × V(K ) × K × K tel que |α| ≤ l, on pose :(

Rl
ξA

)α
(z, ζ ) = aα(z, ζ ) −

∑ (z − ξ)ν

ν! aα+ν(ξ, ζ ).
|ν|�l−|α|
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On a l’estimation suivante∣∣∣(Rl
ξA

)α
(z, ζ )

∣∣∣≤ a.C1Cl+1
2 |α|! |ξ − z|l−|α|+1

(
1

d(ζ, K )(l+1)+ r
s
�(μs,r)

(
1

b·d(ζ, K )

))s

,

où Ci > 0. La condition (ŁS) fournit (V(K ) \ K ) \ Ln ⊆
{
ζ ∈ V(K ) \ K : d(ζ, K ) <

ω(μs,r )(ndn)

C2ndn

}
, de sorte que pour (z, ξ, n, ζ ) ∈

K × K ×N × (V(K ) \ K ) \ Ln , on a∣∣∣(Rl
ξA

)α
(z, ζ )

∣∣∣≤ a.C1C ′
1Cl+1

2 |α|! |ξ − z|l−|α|+1 e−s·ω(μs,r )(ndn).

Par suite,∣∣∣(Rl
ξ Jndn

)α
(z)
∣∣∣

|ξ − z|l−|α| � C ′
l |ξ − z|e−sω(μs,r )(ndn) � Cle

−sω(μs,r )(ndn).

Pour α ∈ N
2N , on pose bα

ndn
(z, ζ ) :=

{
∂̄ f (ζ ) ∧ Dα

z

(
H(z, ζ ) − Lndn (H(., ζ ))(z)

)
0, si ζ ∈ K ,

et 
(

Rl
ξ Bndn

)α
(z, ζ ) := bα

ndn
(z, ζ ) −∑

|ν|�l−|α|
(z−ξ)ν

ν! bα+ν
ndn

(ξ, ζ ). Avec le même choix de (dn)n∈N fait dans la démonstration du Théorème 1 et pour (z, ξ, ζ, α) ∈
K × K × Ln ×N

2N et n >> 0, on obtient 
∣∣Dα

z Lndn (H j(., ζ ))(z) − Dα
z H j(z, ζ )

∣∣� Cαρn
2 e−Dω(μs,r )(ndn)d(ζ, K )−|α|s . Si t ∈ ]0, s[, on 

déduit que∫
Ln

∣∣∣(Rl
ξBn·dn

)α
(z, ζ )

∣∣∣dλ2N(ζ ) ≤ C ′′
1C ′′l+1

2 |α|! |ξ − z|l−|α|+1 �n
2

× e−D·ω(μs,r )(n·dn)ct

∫
Ln

d(ζ, K )t−(l+1)sdλ2N(ζ ),

pour z, ξ ∈ K , l ∈ N, α ∈N
2N et n >> 0. La propriété de continuité de Hölder de V K fournit

Ln ⊂
⎧⎨⎩ζ ∈ V(K ) \ K : d(ζ, K ) �

(
T

σ Cη
h

) 1
ηκ (ω(μs,r)(ndn)

ndn

) ε
ηκ

⎫⎬⎭ .

Ce qui donne∫
Ln

∣∣∣(Rl
ξBn·dn

)α
(z, ζ )

∣∣∣dλ2N(ζ ) ≤ C ′′
1C ′′l+1

2 |α|! |ξ − z|l−|α|+1 �n
2e−D·ω(μs,r )(n·dn) ×

× c(t)λ2N(V(K )) ×
(

T

σ Cη
h

) 1
ηκ (t−(l+1)s)(

ω(μs,r)(n·dn)

n·dn

) ε
ηκ (t−(l+1)s)

.

Pour a ∈ ] 1
2 ,1
[

fixé, il existe ςa > 0 tel que, e−ςa .(ω(μs,r )(x))a ≤ ω(μs,r )(x)
x , x >> 0. Comme t − (l + 1)s < 0, on a∫

Ln

∣∣∣(Rl
ξBn·dn

)α
(z, ζ )

∣∣∣dλ2N(ζ ) ≤ c̃(t) C̃1 C̃ l+1
2 |α|! × |ξ − z|l−|α|+1

× e−D·ω(μs,r )(n·dn)−n log(�−1
2 )+ ε

ηκ ((l+1)s−t)ςa.(ω(μs,r )(n·dn))a

pour (z, ζ, α, l, n) ∈ K 2 ×N
2N ×N

2, où ̃c(t), ̃C1, ̃C2 sont des constantes, de sorte que∣∣∣(Rl
ξ In·dn

)α
(z)
∣∣∣

|ξ − z|l−|α| ≤ C̃l·e−D·ω(μs,r )(n·dn)−n log(�−1
2 )+ςa· ε

ηκ .((l+1)s−t)(ω(μs,r )(n·dn))a
.

Par ailleurs, il existe D̃ > 0 vérifiant −D·ω(μs,r)(n·dn) − n log(�−1
2 ) + ςa· ε

ηκ .((l + 1)s − t)(ω(μs,r )(n·dn))a ≤ −D̃·ω(μs,r)(n·dn), 
de sorte que∣∣∣(Rl

ξ In·dn

)α
(z)
∣∣∣

l−|α| ≤ C̃l·e−D̃·ω(μs,r )(n·dn).
|ξ − z|
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Par suite,∣∣∣(Rl
ξ en·dn

)α
(z)
∣∣∣

|ξ − z|l−|α| ≤ Cl·e−D·ω(μs,r )(n·dn) pour n >> 0.

Pour n ∈ N
∗ , il existe un unique j ∈ N

∗ tel que jd j ≤ n < ( j + 1)d j+1 ; comme dans la preuve du Théorème 1, on a : 
Pn := P j·d j , donc deg(Pn) ≤ n et eα

n = eα
j·d j

= D̃ ′ α F (z) − Dα
z Pn(z). Donc, pour (l, α, ξ, z) ∈N ×N

2N × k × K avec |α| ≤ l, ξ 
= z

et pour n >> 0, on a : 

∣∣∣(Rl
ξ en

)α
(z)
∣∣∣

|ξ − z|l−|α| ≤ Cl·e−D·ω(μs,r )(n) . �
2.3. Preuve du Théorème 3

Elle résulte des Théorèmes 1 et 2, ainsi que de la définition des semi-normes de Whitney. �
Remarques. 1. Pour k > 0, si μ(t) = 1

k log(t), alors �(x) � e−x
k

k+1 (classe de Gevrey). Si K est un compact de eN à bord 
analytique lisse, nos résultats contiennent et précisent les résultats de Baouendi et Goulaouic [1].

2. Si K ⊂ C
N est Whitney 1-régulier, nos résultats s’énoncent sans perte de régularité. Le Théorème 1 contient les 

résultats des auteurs [1] et [2] annoncés sous une forme plus faible (cf. [3]) et le Théorème 3 de [2].
3. Dans le cas de la convexité au sens de Chirka, i.e. s = 1, on a �μs,r � �μ , et les Théorèmes 1, 2 et 3 s’énoncent sans 

perte de régularité.
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