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Soit Xy une courbe projective lisse et géométriquement connexe sur un corps fini Fy avec
q = p" éléments, olt p est un nombre premier. Soit X le changement de base de X; a
une cloture algébrique de FFy. Le but de cet article est d’annoncer une formule pour le
nombre de systémes locaux ¢-adiques (¢ # p) irréductibles de rang donné sur X fixés par
I'endomorphisme de Frobenius. Celle-ci est semblable a une formule des points fixes de
Grothendieck-Lefschetz pour une variété sur Fg, ce qui généralise un résultat de Drinfeld
en rang 2 et prouve une conjecture de Deligne. Nous esquissons notre méthode, qui
consiste a passer du coté automorphe, calculer tous les termes de la formule des traces
d’Arthur non invariante et relier la partie géométrique de la formule des traces avec le
nombre de Fg-points de I'espace des modules des fibrés de Higgs stables.
© 2018 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Cet article est publié en
Open Access sous licence CC BY-NC-ND
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

ABSTRACT

Let X; be a projective, smooth, and geometrically connected curve over F; with g = p"
elements where p is a prime number, and let X be its base change to an algebraic closure
of IFq. The goal of this article is to announce a formula for the number of irreducible £-adic
local systems (£ # p) with a fixed rank over X fixed by the Frobenius endomorphism. This
number behaves like a Grothendieck-Lefschetz fixed point formula for a variety over Fg,
which generalises a result of Drinfeld in rank 2 and proves a conjecture of Deligne. We
also sketch our method, which consists in passing to the automorphic side by Langlands
correspondence, then calculating all the terms in Arthur’s non-invariant trace formula and
linking the geometric part of trace formula to the number of Fg-points of the moduli space
of stable Higgs bundles.
© 2018 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Cet article est publié en
Open Access sous licence CC BY-NC-ND
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).
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1. Introduction

Soit X1 une courbe définie sur un corps fini Fy de cardinal g, qui est projective, lisse et géométriquement connexe
de genre gx. Soient [F une cloture algébrique de Fq et X la courbe sur F déduite de X; par changement de base. L’en-
domorphisme de X; qui est l'identité sur I'espace topologique sous-jacent, et f +> f9 sur le faisceau structural, est un
endomorphisme de Fg-schéma. Nous noterons Fx I'endomorphisme du F-schéma X qui s’en déduit par extension des sca-
laires. Fixons un nombre premier £ g, une cléture algébrique Q, de Q,, et soit E#) I'ensemble des classes d’isomorphie de
Qq-systémes locaux irréductibles de rang n sur X.

L'image inverse par Fx induit une permutation de E,(f), notée par Fy. Drinfeld [6] a montré, a I'aide de la correspondance
de Langlands prouvée par lui-méme et la formule des traces pour GL, établie par Jacquet-Langlands, que I'on a, quand le
genre gx est supérieur ou égal a 2,

u
skk
I(ESZ))FX | — qk(4gx—3) + Zmial{c Vk>1 (-l)
i=1

ol les «; sont des g-nombres de Weil de poids strictement inférieurs a 8gx — 6 et (E;Z))F§< désigne I'ensemble des éléments

de Eg fixés par le puissance k® de F}. Pour nous, un g-nombre de Weil o de poids i € N est un entier algébrique tel que

pour tout plongement ¢ : Q(«) — C, la valeur absolue |¢ ()| est égale a qﬁ.

Dans l'article [10] de Kontsevich et [4] de Deligne, les auteurs ont fait des observations sur le résultat de Drinfeld
et ont suggéré de le généraliser aux cas de rang supérieur. En particulier, Deligne a donné des conjectures précises (cf.
conjecture 2.15, conjecture 2.18, conjecture 6.3 et conjecture 6.7 de [4]). Concernant ces conjectures, dans I'article [5],
Deligne et Flicker se consacrent au cas ol toutes les monodromies locales sont unipotentes avec un seul bloc de Jordan et
ol ces monodromies sont fixées en un ensemble fini S de points de X au-dessus d’au moins 2 places de X;. Eux aussi
passent du c6té automorphe, et les conditions posées leur permettent de passer en plus au groupe multiplicatif d'une
algébre a division ol la formule des traces est simple a utiliser. En rang 2, Flicker [7] a calculé le nombre désiré quand
la monodromie apparait en une place de X; avec un seul bloc de Jordan. Arinkin a obtenu aussi des résultats intéressants
quand les monodromies sont des sommes directes de caractéres modérés de position générale (cf. section 3 [4]). Pour tous
ces cas, des résultats similaires a ceux de Drinfeld sont montrés.

Le théoréme principal généralise les résultats de Drinfeld aux rangs supérieurs.

Supposons gx > 2. Soient o1, ..., 02g, les g-nombres de Weil de la courbe Xi, c'est-a-dire les valeurs propres de Fx
agissant sur H'(X, Q,). Etant donné le fait que la dualité de Poincaré induit une forme symplectique sur H'(X,Q,) a
valeurs dans Q,(—1), on peut indexer ces valeurs propres de telle facon que 0i0it+g, =(q pour tout i tel que gx >i>1.

Théoréme 1.1.

1. Pour tous entiers g > 2 et n > 1, il existe un polyndme de Laurent Pg n(y,z1,...,2g) € Z[y,zlil, e z?l] (nécessairement

unique) symeétrique en les z; et invariant par la substitution z; > yzi_1 tel que , pour tout k > 1, tout corps fini Fy de cardinal q,
toute courbe X1 projective lisse et géométriquement connexe sur Fq de genre gx > 2 et tout nombre premier £ { q, on ait

0 kK
(ESFX | = Pgyn(@ of.....0%).

De plus, chaque monéme ymz’l11 -~-ng qui appardit dans Pg , vérifie

g
m+ Y " minn;, 0} > 0.
i=1
Posons degy = 2 et degz; = 1, alors le terme de poids dominant de Pg, est y(g‘l)”z“. Cest-a-dire que degPgn =
2((g — n2 + 1) et deg(Pg n — y &M +1) < 2((g — Hn? 4 1).
2. Il existe un nombre fini de nombres de Weil «; et des entiers m; tels que

¢ kK .
(B = Pick, (Fg)l O mia), Yk >1.
i

En particulier, pour toutk > 1, |Picg’<l (F )| divise |(E,<f))F§(k |. De plus, on a

qk

D omi=Y " pun/HIFE3,

i Iin

ol  est la fonction de Mobius.
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Remarque. Le groupe fondamental étale de I'espace projectif sur F est trivial et celui d’'une courbe elliptique sur F est
abélien, donc il n'existe pas de systémes locaux irréductibles de rang > 2 pour les courbes de genre 0 et 1.

Ce théoréeme répond positivement a la conjecture 2.15 de [4], et a la conjecture 6.3 de [4] dans le cas partout non-ramifié.
Ce théoréme réduit la conjecture 6.7 de [4] a une conjecture sur la caractéristique d’Euler des variétés des PGL,-caractéres
qu'on énonce dans la suite.

Soit ¥ une surface de Riemann de genre g. Soit U/, la sous-variété affine de GL,%g définie sur Z :

Un :={(A1,B1,A2,B2,...,Ag,Bg) € GLYE| [Ar, B1]---[Ag, Bgl =1}
ol [A;, Bi]:= AiB,-Ai’lBl.’l, 1<i<g. Le groupe PGL, x G;g agit sur Uy, par
(h, A1, ..., h2g).(A1,B1, A2, B2, ..., Ag, Bg) = (\thA1h™! AohB1h™! ... dog 1hAgh™!, AoghBgh™1).

Un point x € U, est appelé stable pour cette action si I'orbite de x est fermée et le stabilisateur de x dans PGL, x Gﬁf est
de dimension 0. Soit I/ la sous-variété de U, des points stables. On sait que le quotient géométrique U/ /(PGL, x szg)
existe. On définit alors la variété des PGL,-caractéres Mpg, associée a ¥ comme ce quotient.

Soit € un corps algébriquement clos, alors U4; (€2) est 'ensemble des représentations irréductibles p : 771 (%, x) - GLy(2)
(cf. Remarque 6.6 [15]). Par un argument analogue a la preuve du théoréme 2.2.12 [9], on sait alors que la conjecture 6.7 de
[4] équivaut a la conjecture suivante.

Conjecture 1.2.Soit X une surface de Riemann de genre g. La caractéristique d’Euler de Mpcr, définie ci-dessus est
Y D (n/DIPE,

Remarque. Deligne a vérifié cette conjecture quand n =2, cf. [3].
2. Traduction du probléme du c6té automorphe

Soit F =Fq(X1) le corps de fonctions de la courbe X;. Soit A I'anneau des adéles du corps F. Les valuations discrétes
normalisées de F s’identifient aux points fermés de Xj. Soit |X1| leur ensemble. Soit |- [pax la “valeur absolue” adélique
normalisée de A*. Soit Fy le corps des fractions de Oy. On définit pour g = (gx)xe|x;| € A* :

1
degg = ——loglglax =— ) k(0 :Fqlx(gy)
g4 xe|Xq|

oll k(x) est le corps résiduel de Oy et x(gx) est la valuation normalisée de gy.
1l suffit de calculer le cardinal de (Eﬁ,[))F}k quand k = 1. On obtient le cas général en remplacant la courbe X; par Xj. Soit
An(X71) 'ensemble des classes d’isomorphie des représentations automorphes cuspidales partout non ramifiées de GL,(A).
Un caractére A : GL,(A) — C* est appelé inertiel s'il se factorise a travers le morphisme g +> deg(detg) de GLn(A)
sur Z. Les caracteéres inertiels forment un groupe abélien. On définit une relation d’équivalence sur A, (X1).

Définition 2.1. Soient 71, 773 € A, (X7). On dit que 71 et 7, sont inertiellement équivalentes s'il existe un caractére inertiel
A tel que les représentations 71 ® A et 7, sont isomorphes.

Soit w € Ap(X1). On dit que 7 est absolument cuspidale si 7 reste cuspidale aprés changement de base, au sens de la
fonctorialité de Langlands, de F a F ® Fyx V k > 1. Cette notion est compatible avec la relation d’équivalence inertielle. La
correspondance de Langlands, montrée par L. Lafforgue ([12]), nous permet de passer du c6té automorphe.

Proposition 2.2. Fixons un isomorphisme  : Q, — C. L'ensemble (E,(,D)F? est en bijection avec I'ensemble des classes d’équivalence
inertielle de représentations absolument cuspidales dans Ay (X1).

3. Calculs d’une formule des traces et résultats automorphes

Pour obtenir le comptage des représentations absolument cuspidales, on calcule toute la formule des traces d’Arthur—
Lafforgue pour la fonction test 11, (0), la fonction caractéristique de GL,(O), ot O est I'anneau des adéles entiers de F.

Soit B le sous-groupe de Borel défini sur F des matrices triangulaires supérieures. Soit T le sous-tore maximal déployé
sur F de G formé des matrices diagonales. Pour tout sous-groupe parabolique P de G défini sur F, soit Mp le sous-groupe
de Levi de P contenant T et soit Np le radical unipotent de P.

On suit les notations d’Arthur (cf. [1]). Soient X*(P) := Homp (P, Gp), a} := X*(P) ®z R et ap := Homz(X*(P), R). On
dispose de I'application d’Harish-Chandra Hp : G(A) — ap. On dispose d’ensembles de racines simples Ap, resp. de poids
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simples Zp qu'on voit comme des éléments de a}, et qui définissent des cones ouverts dans ap dont on note Tp, resp. p,
la fonction caractéristique.

On fixe la mesure de Haar dg sur GL,(A) normalisée par vol(GL,(O)) = 1. Arthur a défini la trace tronquée par I'inté-
grale qui converge absolument :

= / Yoo (—ndimerdimes 7, (Hp(5g)) ke (3g. 52) dg
GLy(F\GLn(A)/Ag P d€PENGCLn(F)
ol la somme ), porte sur tout sous-groupe parabolique standard et
kp(g.8)= Y / g, (g yng)dn
VEMP(F)NP(A)
ol dn est la mesure de Haar normalisée par vol(Np(F)\Np(A)) = 1. Soit e un entier. On considére
Je:= o (—ntmer—dimac 7, (Hp(5g) kp(8g. 6g) dg
GLa(F)\GLy (A)e S€P(F\GLn(F)

ol GL,(A)¢ est I'ensemble des adéles dans GL,(A) dont le déterminant est de degré e. Clairement,

n—1
IEDIN
e=0

On exprimera J, en termes des fibrés vectoriels et fibrés de Higgs sur X;. Pour tout £ fibré vectoriel non nul, on note
1(E) la pente de &, c'est-a-dire le quotient du degré de £ par le rang de &.

Définition 3.1. Soit £ un fibré vectoriel sur X;. On dit que £ est isocline si pour toute décomposition non-triviale £ = F & G,
on a p(F) = p(é).

Remarque. Si (e,n) =1, un fibré vectoriel isocline de degré e sur X; est automatiquement un fibré géométriquement
indécomposable.

Soit P¢(X1) le nombre de classes d’isomorphie de fibrés vectoriels isoclines de rang n et de degré e. C'est un nombre
fini.
Soit Higgs, .(X1) le Fg-champ algébrique des fibrés de Higgs sur X1, qui paramétre les couples (€, ) tels que :

e & est un fibré vectoriel sur X; de rang n de degré e.

e 0:&— £ ®wy, est un morphisme de Oy, -modules, ol wy, est le fibré en droite canonique.
On sait que Higgs, .(X1) est localement de type fini. Un couple (£,6) est appelé stable, si tout sous-fibré 0# F C &
qui est #-stable (i.e. (F) € F @ wy, ) satisfait

W(F) < ().

Soit Higgs;fe(XQ le sous-champ de Higgs, .(X1) des fibrés de Higgs stables. Soit Higgsife(Xﬂ le schéma des modules
grossiers des fibrés de Higgs stables. On sait que Higgsflfe(XQ est un schéma lisse, quasi projectif et de dimension
2(gx — 1n? + 2 (cf. proposition 7.4. [16]).

Par un analogue du c6té géométrique de la formule des traces, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.2. Soite € Z, on a

Je =P (X0).

De plus ], ne dépend que de l'ordre de e dans Z/nZ. De plus, quand (n, e) =1, on a aussi
(g —1)—1 11
Je =g ® DN Higgs}! , (X1) ()| . )
Remarque.

1. L'égalité (2) est essentiellement un résultat de I'article [2].
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2. La premiére partie du théoréme concernant I'indépendance des degrés de |Higgsﬁ,fe(x1)(IFq)| quand (e,n) =1 est mon-
trée par Groechenig, Wyss et Ziegler (cf. théoreme 5.15 [8]). Indépendamment, Mellit (cf. théoréme 1.1 [13]) a montré
I'indépendance des degrés du nombre des fibrés géométriquement indécomposables en utilisant le résultat de Schiff-
mann [17]. La deuxiéme partie du théoréme ci-dessus est montrée par Mozgovoy et Schiffmann (cf. [17] [14]).

On peut aussi calculer ], en utilisant le développement spectral.
Nous noterons le cardinal de |(E,§Z>)F§k| par Cp(Xy) :

14 sk
Cn(Xi) = |(ER ). (3)
On définit une série formelle
mCm(Xi) i
auty, (2) = exp(Z Z Tz ).
m>1k>1

On utilise auty, (2)* (s € C) pour exp(s Zm>1 Zk>1 %zmk) et auty, pour I'expression obtenue en remplagant Xy par Xy
dans la formule ci-dessus. De plus, pour tout v > 1 et f(z) € C[[z]] une série formelle, on désigne par [z"]f(z) le coefficient
de zV de f(z). Par le développement spectral donné par L. Lafforgue (cf. théoréme 11, page 307, de [11]) de la formule des
traces, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 3.3. Supposons gx # 1. Soit e € Z tel que (e,n) =1,0na

_ pb) a
Je=2 gy -2 2 Z, ; L1t avng =

IIn AN j=>1

(2gx— 2)5 )

ol ), , portant sur les partitions non ordonnées » = (11,29, .. ) denet S;(A) := Zv>] aymin{v, j}.

Qgx— z>s o)
Remarque. Notons que si [{aj, on a [z%]auty, ) =0

En combinant le théoréme 3.2 avec le théoréme 3.3, on a une identité dont le membre de gauche est relié aux fibrés des
Higgs sur la courbe X1, et celui a droite est relié aux Q,-systémes locaux (corollaire 3.4).

Corollaire 34.Si (e,n) =1letgx #1,0na

(2gx— 2)5 (]
[ [1z%1autx H . (4)

jz1

— 2 - - 1
g~ Ex=D 1|H1ggsf,fe(X1)(Fq)|:Z

IIn

)
n(2gx —2) ZZ, a;

Abn

Par ce corollaire 3.4 et une formule de Mellit-Schiffmann (cf. théoréme 1.1 de [13]), on montre, en raisonnant par
récurrence, le théoréme 1.1.
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