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ABSTRACT

We present results on the integral points of some modular varieties. These results are
based on a generalisation of the so-called Runge’s method to higher dimensions, which
will be explained first. In particular, we obtain an explicit result for the Siegel modular
variety A»(2).
© 2017 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Cet article est publié en
Open Access sous licence CC BY-NC-ND
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

0. Introduction

Dans cette note, nous annongons les résultats principaux de [8], qui visent a éclairer le comportement des points entiers
de variétés modulaires en dimension supérieure.

Les questions de points entiers et rationnels de courbes modulaires jouent naturellement un grand rdle dans les re-
cherches actuelles sur les propriétés des courbes elliptiques, car ce sont leurs espaces de modules. Par exemple, Bilu et
Parent [2] ont résolu le cas dit «de Cartan déployé» du probléme d'uniformité de Serre pour le corps @, en prouvant que
pour p premier assez grand, les courbes modulaires notées Xpic(p) n‘ont pas de points rationnels non triviaux. Cette note
est exclusivement consacrée a la méthode de Runge qui est un des trois outils de la preuve de Bilu et Parent. Avant de
présenter cette méthode, voici une application (simplifiée) obtenue par nos résultats.

Théoréme 1. Soit A une surface abélienne principalement polarisée sur un corps de nombres K (rationnel ou quadratique imaginaire).
Supposons que la 2-torsion de A est définie sur K et que A a potentiellement bonne réduction en toute place finie de K.
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Alors, si la réduction semistable de A est un produit de courbes elliptiques en au plus 3 places de K, la hauteur de Faltings stable de
A admet la borne

hx(A) < 1070.

Ce théoréme montre ainsi non seulement la finitude de I'ensemble des surfaces abéliennes sur les corps quadratiques
imaginaires, avec toute leur 2-torsion et dégénérescence prescrites, mais permet également en principe d’énumérer cet
ensemble. Dans cet esprit, le but de [8] est d’adapter la méthode de Runge en dimension supérieure, en particulier pour
traiter non plus de courbes modulaires mais de variétés modulaires (par exemple celles de Siegel). Cette note s’articule
autour des trois résultats principaux de I'article : le premier donne une généralisation de la méthode de Runge en dimension
supérieure (partie 1), concue pour une certaine souplesse d’utilisation. Le second en déduit un résultat de finitude de points
entiers «a la Runge» sur les variétés modulaires de Siegel A,(n) (partie 2). Enfin, le troisiéme réalise explicitement la
méthode dans le cas n =2, en tant que preuve de principe de son effectivité (partie 3), avec notamment pour cas particulier
le théoréme ci-dessus.

1. La méthode de Runge

La méthode de Runge est la réalisation pratique de ce théoréme dd a Bombieri et inspiré par un résultat de Runge datant
de 1887.

Théoréme 2 (Runge-Bombieri, Théoréme 9.6.6 de [3]). Soit C une courbe projective lisse sur un corps de nombres K et ¢ € K(C) non
constante. Pour une extension L de K, S| désigne un choix d’ensemble fini de places de L contenant les places archimédiennes, et on
note ry le nombre d’orbites des poles de ¢ par Gal(K /L). Un couple (L, Sy) vérifie la « condition de Runge » si

[SLl <T11. (1)

Alors, les points P de C(L) tels que ¢ (P) est Sy-entier (i.e. $(P) € O s, ) sont en nombre fini. En fait, ce résultat est méme « uniforme
en les couples » au sens ot I'ensemble

U tPec)ioP)eOLs,} (2)
(L,S1)
(NARS 3

est fini.

Parmi les nombreuses méthodes de contrdle des points entiers sur les courbes, celle-ci présente deux avantages notables.
Le premier est 'uniformité du résultat : la plupart des méthodes demandent le choix d’'un couple (L, S;) quelconque, mais
donnent une borne sur la hauteur qui dépend de ce choix. Le second est I'effectivité de la méthode : si on connait suffi-
samment bien les fonctions auxiliaires intervenant dans le théoréme, la finitude s’écrit comme une borne effective sur la
hauteur des points ¢ (P).

Le principe de la preuve est le suivant. Soit un couple (L,S;) fixé et P € C(L) tel que ¢(P) € O 5,. Le point P est
v-adiquement loin de tous les pdles de ¢ pour toute place v de L n’appartenant pas a Sy, comme |¢(P)|, < 1. Par ailleurs,
pour chaque v € Sy, il ne peut s’approcher prés que d'une orbite de pdles, car celles-ci sont disjointes. Sous la condition de
Runge, il reste donc une orbite O de pdles, qui est v-adiquement loin de P quel que soit notre place v sur L. En choisissant
une fonction auxiliaire g» € L(C) dont I'ensemble des pdles est exactement O, la hauteur de Weil h de g (P) est alors
bornée, d’otl la finitude de I'ensemble (pour plus de détails sur ces constructions, voir le chapitre 5 de [12]). En fait, on peut
méme directement établir une borne absolue sur la hauteur de ¢(P), ce qui implique I'uniformité en les couples (L, Sp).
Cette borne peut, de plus, étre rendue explicite sous réserve d’'un controle suffisant de ¢ et des go.

Pour les courbes modulaires en général, Bilu et Parent ont exécuté cette méthode dans [1] avec la fonction j-invariant
pour obtenir des bornes explicites sur les hauteurs des points entiers lorsque la condition de Runge est vérifiée. Par exemple,
ils ont obtenu que, si P est un point de Xspjit(p)(Q), alors h(j(P)) = 0({/p).

Avant de discuter la généralisation, expliquons les données équivalentes a (C,¢) en dimension supérieure sous des
hypothéses simplifiées. C sera remplacé par un schéma projectif lisse X sur K et les pdles de ¢ correspondent a des
diviseurs effectifs Dq1,---, D, sur X (on suppose pour simplifier qu'ils sont définis sur K et pas sur une extension) dont
I'union sera notée D. L'intégralité est plus facilement formulée a partir d’'un modéle projectif lisse X sur Ok et avec D
'adhérence de Zariski de D dans X. Il s’agit alors de prouver la finitude de (X\D)(Oy s,) sous une condition de type (1).
Soit donc P € (X\D)(OLs,) : pour les places v ¢ Sy, le point P est bien v-adiquement loin de chaque D;. En revanche,
pour v € Sy, il peut étre proche de plusieurs D; en méme temps, car ils ne sont pas forcément disjoints. C'est la premiére
différence notable avec le cas des courbes. En fait, en notant m le nombre maximal tel que I'intersection de m diviseurs
distincts parmi D1, ---, D, peut étre non vide, P peut étre proche de m diviseurs D; en méme temps, ce qui donne la
condition de Runge multidimensionnelle

m|Si| <. (3)
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Par ailleurs, la finitude du nombre de points v-adiquement loin pour toute place v d'un certain diviseur revient a la pro-
priété de Northcott sur la hauteur associée a ce diviseur, et on a donc besoin que chaque D; soit ample. Sous cette condition,
I'argument ci-dessus (qui dissimule bien des complications techniques) montre que

L (@\D)(OLs,) est fini. (4)
(L,S1)
m|Sp|<r
Ceci est un théoréme obtenu par Levin [9], qui est tout a fait adapté pour certaines variétés, mais ne semble malheureuse-
ment pas applicable aux variétés modulaires qui nous intéressent. La raison principale (I'hypothése d’amplitude qui parait
inévitable mis a part) est que le nombre m n’'est pas assez petit par rapport a r pour que la condition (3) puisse étre
satisfaite (n’oublions pas que S; contient toutes les places archimédiennes et plus généralement toutes les places de mau-
vaise définition du modeéle X’). Nous avons donc congu une version plus souple de ce résultat permettant son application a
d’autres variétés, basée sur la notion de «voisinage tubulaire ».

L'idée est qu'on suppose en plus que le point P n’est pas trop prés des points ol les diviseurs D1, - -- , D; s'intersectent.
Pour cela, on choisit un fermé Y de X et on appelle «voisinage tubulaire» de Y une famille &/ = (Uy)w, O W parcourt
les places de K et U, est un voisinage ouvert de Y(K,,) dans la topologie w-adique, ces voisinages étant d’une certaine
maniére uniformes. L'exemple le plus naturel est la donnée d’'un ouvert U de X(C) contenant Y(C) (et alors les U,, pour
w archimédienne sont choisis égaux a U) et U,, 'ensemble des points se réduisant dans Y modulo w (dans le modéle X’)
pour w non archimédienne. On peut aussi voir un voisinage tubulaire comme une famille d’ouverts définis par une distance
arithmétique a Y bornée, au sens de Vojta ([14], paragraphe 2.5). On suppose précisément que, quelle que soit la place w,
notre point P de (X\D)(O,s,) n'appartient jamais a Uy, : c’est la condition tubulaire. Alors, en reprenant le principe de la
méthode de Runge, la condition de Runge devient

my|Si| <, (5)

avec my le plus grand entier tel que l'intersection de my diviseurs parmi D1, ---, D, n’est pas incluse dans Y. Si les zones
de grande intersection des diviseurs sont contenues dans Y, le nombre my est donc bien plus petit que m. Ceci rend la
condition (5) moins contraignante que (3) et donne le «théoréme de Runge tubulaire» de I'article, dont voici un énoncé
simplifié (qui se généralise a X’ normal, D1, ---, D, de Cartier et définis sur une extension de K, et éventuellement gros au
lieu d’amples).

Théoréme 3 ([8], Théoréme 1 simplifié). Avec les notations précédentes, si D1, - - - , D; sont amples, alors

U (X\D)(OL,s,) \ (U UW> est fini,
i W
my|SL|<r

et ce pour tout choix de voisinage tubulaired = (Uyy)y de Y.

La preuve rigoureuse (qui suit ces idées) passe par une traduction de l'intégralité en termes de fonctions auxiliaires
définissant Y et D1, ---, Dy, puis un résultat de type Nullstellensatz pour ces fonctions.

Notons que, contrairement au cas des courbes, la finitude d’'un ensemble de points entiers n'est pas garantie en général,
donc le Théoréme 3 est déja un résultat non trivial a (L, S;) fixé. Ensuite, le fonctionnement de la preuve indique implicite-
ment qu'elle peut encore une fois étre adaptée en une méthode en pratique. Cela est un avantage sur d’autres résultats de
finitude, tels que par exemple le théoréme CLZ de [4] basé sur le théoréme (ineffectif) du sous-espace de Schmidt, qui lui
aussi fonctionne en excluant un fermé Y (mais pour tout couple (L, Sy)).

Nous allons maintenant exposer I'application de ce théoréme aux variétés modulaires de Siegel A, (n).

2. Runge pour A;(n)

Pour n > 1, la variété A(n) sur Q(¢,) est la variété modulaire de Siegel paramétrant les classes d’isomorphismes de
triplets (A, A, a,) ou A est une surface abélienne, A une polarisation principale de A et o, une structure symplectique de
niveau n pour (A, A) (autrement dit une base de la n-torsion de A qui est symplectique pour I'accouplement de Weil). On
note A,(n)S sa compactification de Satake, qui est une variété normale projective de dimension 3 sur Q(,), et

dA2()° 1= Az (n)°\ Az (n)

son bord (de dimension 1). Il existe des modéles normaux naturels de Ay(n) et Ay(n)S sur Z[¢,, 1/n] qu’on note respecti-
vement A;(n) et Ay(n)S ([5], chapitres IV et V).
On souhaite définir une bonne notion de points entiers sur A;(n), le probléme étant qu’'on ne dispose pas immédiatement

de diviseurs agréables a choisir. Une premiére approche est d’exclure le bord, mais celui-ci est de codimension 2. Une
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seconde est de considérer les diviseurs paramétrant les produits de courbes elliptiques, ce qui est sensé du point de vue
de I'espace de modules des courbes stables de genre 2 (les produits de courbes elliptiques n'étant jamais isomorphes a
des jacobiennes de courbes lisses en tant que variétés abéliennes principalement polarisées). Cependant, a part pour n =1
ou 2, ceux-ci ne sont pas amples. En fait, I'amplitude d'un diviseur de Cartier de A,(n) pour n quelconque est dés n > 2
un probléme difficile (on ne sait pas encore décrire convenablement le groupe de Picard de cette variété), mais dans un cas
elle est immédiate : on va considérer les diviseurs des zéros des fonctions théta sur A;(n), lorsque n est pair.

Rappelons qu’étant donné une variété abélienne principalement polarisée avec structure de niveau 2, on peut définir son
diviseur théta comme le diviseur des zéros de I'unique section non nulle du fibré ample symétrique induisant la polarisation
(ce fibré est uniquement déterminé par le choix de 2-structure pour une normalisation déie a Igusa ([6], p. 821) que nous
ne détaillerons pas). Les diviseurs que nous considérerons sur A(n), notés les D qp ((a,b) € (Z/nZ)*), seront alors les
diviseurs paramétrant les surfaces abéliennes principalement polarisées (A, 1) telles que le point de coordonnées (a, b) dans
la base symplectique o, de la n-torsion appartient au diviseur théta. En fait, ces diviseurs sont exactement les supports des
diviseurs de zéros de certaines fonctions théta classiques, d’'ou on déduit aisément leur amplitude car, d’aprés Igusa, les
formes modulaires (de poids assez grand) induisent un plongement projectif de la variété modulaire de Siegel. Par symétrie,
Dy.ap = Dn,—a,—p €t ce sont vraiment des diviseurs sauf pour 6 couples (a, b) possibles qui correspondent aux six points de
2-torsion de A se situant toujours sur le diviseur théta (d’oi1 n*/2 + 2 diviseurs distincts). Les points de torsion se situant
éventuellement sur le diviseur théta et différents de ces six points seront dits non triviaux.

Le premier théoréme sur les points entiers de A;(n) est alors le suivant.

Théoréme 4 (8], Théoréme 2). Soit n > 2 pair. Pour U un voisinage ouvert de 9A,(n)3(C) dans A(n)3(C), on note E(U) l'ensemble
des points P = (A, A, o) € A2(n)(Q) tels que (si L D Q(¢y) désigne un corps de définitionde P) :

(1) la surface abélienne A a potentiellement bonne réduction en toute place finie de L ;

(2) pour tout plongement o : L — C, le point P, € A>(n)(C) n‘appartient pasa U ;

(3) le nombre sy de places v de L telles que v|oo, v|2, it la réduction modulo v de P admet un point de n-torsion non trivial dans son
diviseur théta vérifie

(n® = 3)sp <n*/2+2.

Alors, quel que soit le choix u voisinage ouvert U, I'ensemble £(U) est fini.

Pour appréhender ce théoréme, il est bon de penser au cas n =2, car les diviseurs D 4 se trouvent étre exactement
les dix diviseurs irréductibles de A;(2) paramétrant les produits de courbes elliptiques et la condition devient s; < 10. La
potentielle bonne réduction équivaut a la réduction du point P de A(n) hors du bord (c’est donc la condition tubulaire
non archimédienne); la seconde est la condition tubulaire archimédienne et les mauvaises places sont celles indiquées,
auxquelles on ajoute les places au-dessus de n car le modele 4;(n) n'y est pas bien défini. Ces derniéres sont au nombre
de (n/2)[L : Q(&p)] au maximum, ce qui laisse une marge raisonnable pour les choix de couples (L, Sp).

La preuve de ce théoréme est donc une application du théoréme de Runge tubulaire (Théoréme 3 ci-dessus), le seul
point restant étant I'évaluation de I'entier mya,(n) (notation de loc. cit.), qui est égal a (n? — 3), borne drailleurs atteinte en
les produits de courbes elliptiques. La condition tubulaire est absolument essentielle, I'entier m (notation de (3), sans choix
de fermé donc) étant asymptotiquement de I'ordre de n*/2, soit le nombre total de diviseurs.

Nous allons maintenant passer au cas n = 2, pour lequel la variété A,(2) et les fonctions théta sont suffisamment bien
connues pour avoir un résultat explicite de finitude.

3. Lecas A2(2)

Pour une famille concréte de voisinages ouverts du bord dans A,(2), nous utilisons le modéle complexe usuel de cette
variété, a savoir le demi-espace supérieur de Siegel H, quotienté par le sous-groupe I';(2) du groupe symplectique en-
tier de degré 4. Dans le domaine fondamental F du quotient I'y(1)\Hy (cf. [7], section 1.2), pour un réel t > +/3/2, les

T

s N . T .
éléments appartenant a 'ouvert U; sont les matrices T = (‘L’z 2) telles que Im(t4) > t. Par abus de notation, on renote

T4
U C A2(2)%(C) I'ensemble des points du bord ou tels que I'unique représentant de la surface abélienne paramétrée dans F
appartient a U; : C'est bien un voisinage ouvert de dA;(2)3(C).

Un autre point important est que les fonctions théta définissent un plongement projectif ¥ de A,(2) dans P°. En effet
pour m = (a, b) € {0, 1/2}4, définissons la fonction ©,, sur H; par

Om(T) = Z ezin[(n+a)r(n+a)+217m[b.
nez?

Les puissances quatriémes de ces fonctions sont des formes modulaires de poids 2 pour I';(2). Parmi elles, six sont identi-
quement nulles (correspondant aux six choix de (a, b) triviaux déja mentionnés) et on indexe par E les dix autres. Alors, le
morphisme
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¥ :|A2(2)(C) — PO(C)
T > (63—,(7:))meE

est bien défini et induit un plongement projectif de A,(2)S(C) dans P°. De plus, il existe des relations linéaires entre les
coordonnées qui permettent de voir ¥ (A2(2)°(C)) comme une quartique de P> ([13], Théoréme 5.2) et par des résultats de
Pazuki [11], on peut lier la hauteur de v (P) a la hauteur de Faltings stable de la surface A que représente P, notée hr(A).
Remarquons que, pour un point P = (A, A, a3) € A2(2)(K), la surface abélienne A est seulement définie sur une extension
finie L de K, mais pour des idéaux premiers 1 et 3, de O au-dessus du méme idéal 3 de O, les réductions semistables
de A modulo 31 et B, sont de méme type, car P € A»(2)(K). Ceci justifie 'abus de notation «réduction semistable de A
modulo P » ci-dessous.

Théoréme 5 (Version explicite pour n = 2). Soit K un corps de nombres et P = (A, A, a3) € A2(2)(K) oit A a potentiellement bonne
réduction en toute place finie.

Soit sp le nombre d’idéaux premiers 3 de Oy tels que la réduction semistable de A modulo un (tout) idéal au-dessus de i3 est un
produit de courbes elliptiques. Alors :

(a) Si K = Q ou un corps quadratique imaginaire et sp < 4, alors

h(y(P)) <10.75, hr(A) <1070.
(b) Soit t > +/3/2. Si pour tout plongement o : K — C, le point P € A3(2)(C) n'appartient pas d U, et
sp + |places archimédiennes de K| < 10
alors

h((P)) < 4nt +6.14, hr(A) < 2nt + 535log(2nt + 9).

La preuve de ce résultat effectif repose sur des estimations de | (P)|, pour toute place v. Lorsque v est archimédienne,
on utilise les développements de Fourier des fonctions théta pour montrer que six coordonnées tendent vers O lorsqu’on
s’approche du bord, et seulement une peut étre proche de 0 loin du bord. Lorsque v est non archimédienne et ne divise
pas 2, on sait que les fonctions théta s’algébrisent et passent a la réduction. En particulier, si A a potentiellement bonne
réduction, la réduction modulo v de v (P) ne peut avoir qu'une seule coordonnée nulle, et ceci seulement quand A modulo
v est un produit de courbes elliptiques. Enfin, lorsque v divise 2, on ne peut plus utiliser cette algébrisation, mais on se
sert des invariants d’Igusa pour les jacobiennes qui décrivent la forme de la réduction selon le théoréme 1 de [10]. Il faut
lier ces invariants a des formes modulaires puis aux fonctions théta elles-mémes, ce qui a exigé des calculs sur Sage! pour
assurer des estimations finales explicites. Notons que dans I'énoncé du (a), on ne fait pas d’hypothése tubulaire en I'unique
place archimédienne. La raison en est qu'ici on peut procéder de maniére classique pour cette place, ce qui élimine six
coordonnées de ¥ (P) potentiellement trop petites, et il doit en rester une parmi les dix suffisamment grande pour pouvoir
appliquer la méthode, d’ol1 la condition sp < 4.

Pour éclairer le lecteur, cette situation oit la condition tubulaire archimédienne peut étre enlevée ne marchera que pour
A2(2), mais un résultat de la forme de (b) est en théorie parfaitement envisageable pour tout n pair, avec des calculs
similaires. Il faudra cependant surmonter certaines difficultés, comme I'identification plus précise des zéros des fonctions
théta en jeu. Du point de vue analytique, ceci revient a des estimations de développements de Fourier et, du point de vue
modulaire, ceci consiste en une meilleure compréhension des «causes structurelles» de la présence d'un point de n-torsion
non trivial dans le diviseur théta d’'une surface abélienne. Des applications de ces résultats a des surfaces modulaires de
Hilbert ou des courbes de Shimura ne sont pas non plus a exclure, pour celles qui se plongent dans un A, (n).
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