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Historique de l'article : On considére le modéle de coque non linéairement élastique «peu profonde» proposé
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déformations, apparaissant dans I'énergie de ce modéle peuvent étre pris comme les seules
Présenté par Philippe G. Ciarlet inconnues du probléme, au lieu du champ des déplacements comme a I'accoutumée.
Afin de justifier cette «approche intrinséque» de ce modéle non linéaire de coques, on
identifie des conditions de compatibilité non linéaires que ces nouvelles inconnues doivent
satisfaire. Ces conditions sont du type de Donati, au sens qu’elles se présentent sous la
forme de relations intégrales d’orthogonalité a des champs de tenseurs a divergence nulle.
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ABSTRACT

We consider the model of a nonlinearly elastic “shallow” shell proposed by L.H. Donnell,
V.Z. Vlasov, KM. Mushtari & K.Z. Galimov, and W.T. Koiter. We show that the linearized
change of curvature and nonlinear strain tensor fields appearing in the energy of this
model can be taken as the sole unknowns of the problem, instead of the displacement field
as is customary. In order to justify this “intrinsic approach” to this nonlinear model, we
identify nonlinear compatibility conditions that these new unknowns must satisfy. These
conditions are of Donati type, in the sense that they take the form of integral orthogonality
relations against divergence-free tensor fields.
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1. Préliminaires géométriques

Les indices grecs prennent leurs valeurs dans {1, 2}, et les indices latin dans {1, 2, 3}. La convention de sommation pour
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On note E3 I'espace euclidien de dimension trois, @-b, a Ab et a®b, le produit scalaire euclidien, le produit vectoriel et
le produit tensoriel de deux vecteurs a, b € E3, et |-| la norme euclidienne dans E3. Les espaces fonctionnels de champs de
vecteurs sont notés en caractéres gras, et les espaces de champs de tenseurs symétriques en caractéres « romains spéciaux ».

Soit @ un domaine de R?, c’est-a-dire un ouvert borné connexe, de frontiére lipschitzienne, I'ouvert  étant localement
d’'un méme coté de la frontiére, et soit # € C2(w; E3) une immersion. Les deux champs de vecteurs a, := 9,0 € C!(w; E3)
forment les bases covariantes des plans tangents a la surface S :=0(w) C E3, et les champs de vecteurs tengents a? e
Cl(w; E3), définis par les relations a? - a, = 85 dans o, forment les bases contravariantes des plans tangents a S. On définit
DA @ B,
lay A az|

Les composantes covariantes et contravariantes dyg € Cl() et a®? ¢ C'(w) de la premiére forme fondamentale de S sont
définies par

aussi un champ de vecteurs normaux a S par az = a° :=

Qup i=0q -@g = dpy et a®? :=a® . af =a??,
et I'élément de surface le long de S est alors \/ady, oli a:=det(aqp). Les composantes covariantes et mixtes byg € CY(w)
et buﬂ, € C%w) de la seconde forme fondamentale de S sont définies par

bap :=dqap ad= bga et bf, =aPbyg.

Les symboles de Christoffel Fgﬂ € C%w) associés a I'immersion @ sont définis par

1
rgﬁ =0qap-a° = ia“’(aqa,gf + 0pag7 — 9c0up) = rgﬁ.

La courbure de Gauf de la surface S est la fonction K € C%(w) définie par
- det(ba,g)
" det(agp)

Etant donné un champ de vecteurs le long de la surface S (par exemple, le champ des déplacements de la surface S, vue
comme la surface moyenne d'une coque) de la forme

na - E3,
on définit (sous réserve que les composantes covariantes 7; : @ — R de ce champ soient suffisamment réguliéres) les déri-
vées covariantes suivantes :
Nelp := 9T — Lo No €t N3 i= a3,
Nalpo =06 Maip) — Tae (N118) — The (Majz)) = Naip)lo
M3jap = M310)|p = dapN3 — Tgpdans.

Etant donné un champ de tenseurs t*fa, ® ag, on définit (sous réserve que les composantes contravariantes t*f o - R
de ce champ soient suffisamment réguliéres) les dérivées covariantes suivantes :

t%P |y 1= 95t 4T (7P 4 1P 12T
t% )0 i= 30 (%P |g) + TG, (t%P ).

Enfin, les fonctions

RT

-apo :

=0pT 50 — 06 Tip + ThoThy — Tog T, = Riyop

désignent les composantes mixtes du tenseur de courbure de Riemann associé a la premiére forme fondamentale. Ces compo-
santes vérifient les relations suivantes, les premiéres constituant les identités de Ricci :

szﬁo + Rzﬁaa + Rj[aaﬁ =0,
Ryo ga :aer.l;;ﬂa :baobﬁu —baﬁbav,
Na|po — Najop = Rzyﬂgnr-
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2. Un modéle de coque « profonde » non linéairement élastique

Soit @ un domaine de R? et 8 € C2(w; E?) une immersion injective ('hypothése d'injectivité est faite uniquement pour
assurer que le modéle mathématique correspond a une situation effective). Une coque (linéairement ou non linéairement
élastique) de surface moyenne S := 0 (@) est dite «peu profonde» si sup,.z |K(y)| est «suffisamment petit», ot K désigne la
courbure de GauR de la surface S (cf. Sect. 1).

Pour une telle coque, Donnell [18], Vlasov [28], Mushtari et Galimov [27], et enfin Koiter [24] (cf. les équations
(11.43)-(11.44) dans [24]) ont proposé le modéle non linéaire suivant. On définit I'énergie | par

1 &3
Jm) = 5 / [?aaﬂm%\aﬁh\aﬁ
w
1

1 1
2773\on3\r)(§(77a|ﬁ + Mpla) = bapns + _”3'“n3‘5>]ﬁdy

1
+80aﬁgr(i(n0|r+nr|0)_bat7]3+ 2

—/piniﬁdy
w

pour chaque 5 = (i) = ((1Na), n3) € H' (w) x H?(w), ott les fonctions

aaﬁof R 4)‘/’L

= aaﬂaor 2 aaaaﬂt aaraﬂa
T + 20 + )

désignent les composantes contravariantes du tenseur d’élasticité bi-dimensionnel de la coque, les fonctions a®? étant les
composantes contravariantes de la premiére forme fondamentale de S (cf. Sect. 1) et les constantes A > 0 et u > 0 étant les
constantes de Lamé du matériau constituant la coque (ce tenseur est uniformément définit positif dans ), et les fonctions
p' e L2(w) désignent les composantes contravariantes des forces appliquées.

Dans cette Note, on se bornera a considérer le cas d’'une coque totalement encastrée le long de sa frontiére latérale,
renvoyant a l'article dévoloppé [13] pour le cas d’une coque partiellement encastrée. Alors dans ce cas, le champ 7* = (n}),
ot les fonctions 1} : @ — R désignent les composantes covariantes du champ des déplacements n;"ai de la surface moyenne
de la coque déformée, est cherché comme un minimiseur de I'énergie J lorsque les champs «admissibles» 5 = (n;) décrivent
l'espace H)(w) x Hi(w).

L'existence d'un tel minimiseur a été établie, sous diverses hypothéses (qui toutes impliquent en particulier que
Supyep [K(y)| doit étre «suffisamment petit»), par Bernadou et Oden [5] (par le biais de la théorie des «opérateurs
pseudo-monotones» de Lions [25]), par Figueiredo [19] (par le biais du théoréme des fonctions implicites, appliqué au
systéme d’équations aux dérivées partielles non linéaires correspondant), et par le second auteur [2,3] sous les hypothéses
que la frontiére y est de classe C3 et que # est analytique dans un ouvert contenant @ (par le biais de la théorie des
systéemes du premier ordre « uniformément elliptiques» au sens de Agmon, Douglis, et Nirenberg [1], couplée au théoréme
de Holmgren et au théoréme de continuation analytique de Morrey et Nirenberg [26]).

Le probléme de minimisation décrit ci-dessus constitue I'approche classique d'un tel modéle, ot I'inconnue est donc le
champ n* = (n;) formé par les composantes covariantes du champ des déplacements nja; de la surface moyenne de la
coque.

En revanche, dans une approche intrinséque du méme modéle (I'idée d’'une approche intrinséque remonte a Chien [6-8]),
on considére que les inconnues du probléme sont le tenseur linéarisé de changement de courbure et le tenseur non linéaire des
déformations associés au champ 5*, les composantes covariantes de ces deux tenseurs étant respectivement définies pour
un champ admissible § = (;) = ((Na), N3) € H'(w) x H?(w) quelconque par

1 1
(M310p) € L2 (w) et (i(na\ﬁ + Mla) — bapnz + 5'73|oﬂ73|ﬂ) e ().

On notera au passage que la premiére intégrale apparaissant dans I'’énergie | est une forme quadratique définie positive
de ces deux champs de tenseurs sur I'espace L%(w) x L%(w).

L'objectif principal de cette Note est d'identifier et de justifier des conditions de compatibilité que ces nouvelles incon-
nues, qui sont donc des champs de tenseurs avec des composantes dans L%(w), doivent vérifier afin qu’elles correspondent
effectivement a des champs 9§ = (n;) € H(l)(w) X H%(a)) (Théoréme 6.1). Une fois ces conditions de compatibilité identifiées,
on montrera que ces nouvelles inconnues sont elles aussi solutions d'un probléme de minimisation sur un sous-ensemble de
I'espace L2(w) x L2(w) (Théoréme 7.1), justifiant ainsi l'approche intrinséque du modéle considéré ici.

Les conditions de compatibilité trouvées ici sont du type de Donati, au sens qu'elles se présentent sous la forme de
relations intégrales exprimant l'orthogonalité des nouvelles inconnues a des champs de tenseurs a divergence nulle (pour
d’autres exemples, voir [4,12,15,20,22] dans des cas linéaires, et [10] dans un cas non linéaire, celui d’'une plaque). Il existe
une autre forme possible de conditions de compatibilité, dites du type de Saint-Venant, qui prennent alors la forme de relations
aux deérivées partielles satisfaites par les nouvelles inconnues (voir [9,11,14] dans des cas linéaires, et [16] dans un cas non
linéaire, a nouveau celui d’'une plaque).
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3. Préliminaires : deux équivalences de normes sur une surface

On trouvera les preuves détaillées des résultats qui suivent dans [13]. Soit @ un domaine de RZ. Il est bien connu
que la semi-norme Za,ﬂ ‘|8a/3~ 2(w) est une norme sur l'espace H% (w), équivalente a la norme -l 2 SUT cet espace. Le
lemme suivant montre que ce résultat subsiste si les derivées partielles usuelles sont remplacées par les derivées covariantes
correspondantes.

Lemme 3.1. Soit @ un domaine de R?, € C?(@, E®) une immersion, et n3a® : @ — E> un champ de vecteurs tel que 13 € H3(w).
Alors

n3 — Z 1731281112 ()
a.p

définit une norme sur 'espace H% (w), équivalente a la norme ||-|| H2(w)-

Esquisse de la preuve. Celle-ci comporte essentiellement trois étapes.
(i) On montre que identité suivante est satisfaite par tout champ nsa®: @ — E? tel que 13 € H* () :

dp (Iaa nza"‘lz) =2 (3)ap) 9o n30*° dans D' (w).
(ii) Utilisant I'identité de I'étape (i), on montre que, si un champ n3a> : @ — E3 est tel que

XS Hz(w) et 13 =0 dans w,

alors 73 = 0. Ainsi, 713 = Y_, g [ 3108 ||L2(w) définit une norme sur H3(w).

(iii) Utilisant le théoréme de Rellich-Kondrasov, la complétude de I'espace Hé(w), et le résultat de I'étape (ii), on montre
I'équivalence annoncée des deux normes par un simple raisonnement par contradiction. 0O

Il est également bien connu que la semi-norme (1) — Zmﬂ ||%(8,3 Na +0aNp)ll[2(e) €St UNe norme sur l'espace Hé(a)) X
Hg)(w), équivalente a la norme -l g1y SUr cet espace. Le lemme suivant montre que ce résultat subsiste si les dérivées

N

partielles usuelles sont remplacées par les dérivées covariantes correspondantes, a condition toutefois qu'une hypothése
spécifique sur la courbure de Gauf$ soit satisfaite. On observera que cette hypothése est visiblement satisfaite dans le cas,
considéré ici, d'une coque « peu profonde ».

Lemme 3.2. Soit w un domaine de R? et § € C%(w; E3) une immersion. Alors il existe une constante 1 > 0 telle que, si la courbure
de Gauf3 K € C% () de la surface 6 (w) satisfait

sup K(y) < A1,

yew
on ait la propriété suivante : soit nya® : @ — E3 un champ de vecteurs tel que 1y € H(l)(w) ; alors

1
(M) = D115 i + 110 2000
a.p

définit une norme sur l'espace H}(w) := H} (w) x H|(w), équivalente a la norme 11 g1 -

Esquisse de la démonstration. Celle-ci comporte essentiellement sept étapes.
1
(i) On montre que I'identité suivante est satisfaite par tout champ 7,a® tel que (7o) € D’(w) : Posons eqp = 5(770,”; +
ng|a)- Alors (les fonctions RVUﬂa sont définies dans la Section 2)

Nua|po = Cac|f T €aplc — €fola T R.‘}Uﬁo{ 1y dans D' (w).
1
(ii) Il découle de I'étape (i) que, si (7y) € H'(w) satisfait E(na“g + 1gje) =0 dans w, alors
—a*"a?? g pe = Ka*"ng dans H™ (@) C D/ (w).

(iii) Ré-écrivant la relation établie a I'étape (ii) sous forme variationnelle, on établit que, si (1) € Hé(w) satisfait

1
5(%\/9 + ngje) =0 dans w, alors
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/a“aﬂ"nam;ﬂm/ady=/I<a°”nacf\/5dy pour tout (¢7) € Hj(w).
w w

(iv) Utilisant l'identité

dp (Inaao‘lz) =2(Na|p)Nea*”,

satisfaite par tout champ n;a’ tel que 1; € D(w), on montre que la semi-norme (1)y) — Za!ﬂ 17018l 2y définit une norme
sur l'espace Hé(w), équivalente a la norme -1 g ()
(v) On montre que la forme bilinéaire a: H}(w) x H}(w) — R définie par

a(. ¢) = / a®*aP? o ptricv/ady pour tout (1, &) = (), (¢7)) € Hy(@) x Hy(w)

w

est symétrique et définie positive sur H(l)(a)). A cette fin, on établit I'existence d’'une constante D telle que

D > 0eta® ()’ (taptor = DY |tas|”
a.p

pour tout @ € @ et toute matrice (tgp).
(vi) On montre qu'il existe une constante A1 > 0 telle que, si sup,c5 K(y) <A1, alors

1
(1) = D 15 Oagp + g1 120
a.p

définit une norme sur l'espace Ha(a)). Pour cela, on note que le théoréme spectral appliqué a la forme bilinéaire a : Hé(a)) X
Ha(w) — R introduite a I'étape (v) montre que

A= inf M >0,
{neH})(w) m,m
770

n,¢):= / a*"natr+/ady pour tout (1, &) = ((1a), () € L* (@) x L*(w).

w

On en déduit que la forme bilinéaire ag (-, ) : H(l)(a)) X H(l)(a)) — R définie par

ax (1, 8) = a(n, £) — / Ka®" no - /ady pour tout (1, £) € Hi(@) x H)()

w

est définie positive sur Hcl,(a)) Si Supyez K(¥) < 21.
(vii) La conclusion annoncée suit alors d'un simple raisonnement par contradiction reposant sur la complétude de I'es-
pace H(l)(w) et sur le résultat de I'étape (vi). O

4. Préliminaires : formules de Green sur une surface

Les deux premiéres formules de Green ci-dessous, qui sont linéaires, se démontrent essentiellement comme le Théo-
réme 7.2 de [12], par des preuves analogues a celle de la formule de Green dans I'espace H(div; ®) = {(¢) € L*>(®); 94N €
L%(w)} donnée par Girault & Raviart [23].

Lemme 4.1. Soit  un domaine de R? de frontiére y de classe C'-1, et soit 8 € C3(@; E3) une immersion. Alors, I'espace

M(w) = {m = (m*?) € L?(w); m*P|qp € L*(w)},

muni de la norme définie par

1/2
1m0y = (Z Im*P 1%, ) + ||m“f‘|a,s||§2(w)) :
a.p

est un espace de Hilbert, et C*°(®) est un sous-espace dense de Ml(w). De plus, I'application linéaire
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m = (m*) e C*(@) - (m*Pvgvg, m*?|gvy + d: (M P 1h)) € H-V2(y) x H32(y)

(qui est bien définie car y est supposée étre de classe C1'!) est continue, et donc posséde une extension linéaire et continue
unique a l'espace M(w) (désignée par la méme notation dans ce qui suit).
Enfin, la formule de Green

/maﬁ§3\aﬂ\/ady:/maﬁ|aﬂ§3\/ady+H—1/2(y)(maﬂvavﬂ,av§3\/a>1-[1/2(y)

w w

- H—a/z(y)<ma5|ﬁva + 8 (m*P vy p), §3«/5)H3/2(y),

est satisfaite par tout champ de tenseur (m*#) e M(w) et par tout champ de vecteurs {3a® : @ — 3 tel que 3 € H*(w). O

Lemme 4.2. Soit @ un domaine R? et soit 6 € C2(w; E3) une immersion. Alors I'espace

N(w) := {n = (n*f) e L2 (w); (n*F|p) € L*(w)},

muni de la norme définie par

1/2
1) = ( DBy + ||n°‘ﬂ|ﬁ||i2(w)> :
o,p o

est un espace de Hilbert, et C*°(®) est un sous-espace dense de N(w). De plus, 'application linéaire

n=n%)eC®w)— n*Pvg) e H2(y)

est continue, et donc posséde une extension linéaire et continue unique a l'espace N(w) (désignée par la méme notation dans ce
qui suit).
Enfin, la formule de Green

1
/naﬂ (E(é“a\ﬂ + Cﬁla)) Vady = - / P pa/ady + 12,y (P vg. Lav/@ gy,
w w

est satisfaite par tout champ de vecteurs (n®#) e N(w) et par tout champ de vecteurs ;,a® : @ — E3 tel que ¢, € H (w).
Une autre formule de Green, cette fois non linéaire, est également satisfaite par les champs de tenseurs de I'espace N(w) :

Lemme 4.3. Soit @ un domaine de R? et soit 6 € C?(w; E3) une immersion. Alors la formule de Green

/naﬂ§3\a§3|ﬁ\/ady = —/(naﬁlﬁ)ﬁ\aﬁ«/ady - /naﬂéﬁ\aﬁﬁx/ady+H—1/2(y)(naﬁvﬁ, §3|a£3«/5)H1/2(y)
w

w w

est satisfaite par tout champ de vecteurs (n®f) e N(w) et par tout champ de vecteurs ;3a° : @ — E3 tel que 3 € H?(w).

Esquisse de la preuve. Celle-ci repose sur la formule de Green (due & Geymonat & Suquet [22]; voir aussi Geymonat &
Krasucki [20,21])

/naﬁaanﬁ dy =— /(3,3,101/9),7& dy + 1-171/2(7/)<no“S Vg, Ua)Hl/Z(y),

w w
satisfaite par tout champ de tenseurs (n*#) € L?(w) tel que (Bﬂn“ﬁ) € L?(w) et par tout champ de vecteurs (Ma) € H'(w),
avec le choix particulier ng := {35¢3v/a. O

Il est a noter qu’aucune hypothése sur la courbure de GauR3 n’est faite pour établir les formules de Green des Lemmes 4.1,
4.2 et 4.3.

5. Préliminaires : conditions de Donati linéaires sur une surface
Les deux conditions de Donati linéaires sur une surface établies dans les Lemmes 5.1 et 5.2 ci-dessous jouent un rdle

essentiel dans I'établissement de conditions de Donati non linéaires sur une surface adaptées au modéle de coque considéré
ici (cf. Théoréme 6.1). Les preuves de ces deux lemmes sont analogues a celles des Théorémes 8.1 et 8.2 de [12].
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Lemme 5.1. Soit o un domaine de R?, et soit 0 € C(@; E3) une immersion. On définit les espaces
Mo(@) := {(m*) € L?(@); m*P|qp =0 dans D' (w)},

Mé(a)) = {(Saﬁ) e L%(w); /saﬁm“ﬁﬁdy = 0 pour tout (m*?) € Mg(a))}.

Alors, étant donné un champ de tenseurs r = (rqg) € L2 (w), il existe un champ de vecteurs nza> : @ — E3 tel que
N3 € Hi(w) et N34 =Tap dans o,

si, et seulement si, le champ r vérifie les conditions de Donati linéaire sur une surface suivantes :

/raﬁm“ﬁﬁdy = 0 pour tout (m*?) € My (w),

w

ou, de facon équivalente, si, et seulement si, r = (rqp) € MOL (w). Si tel est le cas, la fonction 13 € Hg(a)) est déterminée de facon
unique, et l'application

1311 = (rap) € Mg (@) — #13(r) :=113 € Hy(®)

ainsi définie est linéaire et continue. 0O

Lemme 5.2. Soit @ un domaine de R?, et 6 € C*(w; E>) une immersion telle que le courbure de Gauf de la surface 6(@) satisfasse
sup K(y) < A1,
yew

ot A1 > 0 est la constante du Lemme 3.2. On définit les espaces

No(w) := {(n*?) e L} (w); n*f|5 = 0 dans D' (w)},

Né(a)) = {(ta,g) eL?(w); /taﬂn“ﬁﬁdy = 0 pour tout %Py e No(a))}.

Alors, étant donné un champ de tenseurs ¢ = (cqp) € L2 (w), il existe un champ de vecteurs nya® : @ — B3 tel que

1
Mo € Ho (@) et = (Najp + Ngia) = Cap dans o,

si, et seulement si, le champ c vérifie les conditions de Donati linéaires sur une surface suivantes :

/caﬁn“ﬂ\/ady = 0 pour tout (n*?) € No(w),

w

ou, de facon équivalente, si, et seulement si, ¢ = (Cqp) € Né (w). Si tel est le cas, le champ de vecteurs () € H(l)(w) = Hg,(a)) X Hé(a))
est déterminé de facon unique, et 'application

(fla) : € = (cap) € Ny (@) = (a(€)) := (o) € HY(w)

ainsi définie est linéaire et continue. 0O
6. Conditions de Donati non linéaires sur une surface

Le théoréme suivant constitue le résultat principal de cette Note.

Théoréme 6.1. Soit w un ouvert de R? de frontiére de classe C1-1, et soit 8 € C3 (w; E3) une immersion telle que la courbure de Gauf3
K de la surface 6 (w) satisfasse

sup K(y) < A1,

yew

oil A1 > 0 est la constante du Lemme 3.2. Les espaces Mo (w), Mo(w)L, et No(w) sont définis aux Lemmes 5.1 et 5.2.
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Alors, étant donné deux champs de tenseurs r = (rqp) € L2(w) et ¢ = (cap) € L?(w), il existe un champ de vecteurs nia' : @ — E3
avec ng € HY(w) et 3 € H3 tel que

n3|aﬁ = Taﬁ dans w
1 1
5 (Maip + Npia) = bapis + SN3jat13)p = Cap dans w

si, et seulement si les champs r et ¢ vérifient ensemble les conditions de Donati non linéaires sur une surface suivantes :

/raﬂm“ﬁﬁdy = 0 pour tout (m*?) € My(w),

w

1 N
/ icaﬂ + (baﬂ + Eraﬁ)n3(r)}naﬂ\/ady

w

1 R N
= 51120 Vg, A3 O)afiz (V) 172, = 0 pour tout (n7) & No(@),

ou l'application linéaire 73 : Mé— (w) — H% (w) est celle définie au Lemme 5.1. Si tel est le cas, les fonctions 1, € H(l)(w) etns € H%(w)
sont déterminées de facon unique.

Esquisse de la preuve. Que ces conditions de Donati soient nécessaires résulte des Lemmes 4.3, 5.1, et 5.2.
Pour montrer qu'elles sont suffisantes, on remarque que le Lemme 5.1 implique I'existence et I'unicité d’'une fonction
n3 = N3(r) € H3(w) telle que
M3jap =Tap dans w.

Notant ensuite que les fonctions

1
tap = Cap +bapnz — 57}3\a773\ﬁ

appartiennent i I'espace L2(w), on déduit de la formule de Green du Lemme 5.2 que, pour tout champ de tenseurs (n®#) e
No(w),

1
/taﬂn"‘ﬂx/ady =/ {Caﬁ + bagns — 5n3|an3|ﬁ}"“ﬂ«/5dy
w

w

R 1 R 1 N n
2/ {Caﬂ +bapgn3(r) + Eraﬂm(r)}n"‘ﬂ\/ady - EH—l/Z(y)(naﬂvﬂ, 773(")|a773(?‘)«/5)m/2(y) =0.

@

Il suffit ensuite d’appliquer le Lemme 5.2. O

7. Une approche intrinséque du modéle de coque « peu profonde » non linéairement élastique

Grace aux conditions de Donati non linéaires sur une surface établies au Théoréeme 6.1, les tenseurs linéarisés de change-
ment de courbure et non linéaire des déformations apparaissant dans le modéle de coque décrit a la Section 2 peuvent
étre maintenant considérés comme de nouvelles inconnues. Comme on pouvait s’y attendre, celles-ci minimisent une
nouvelle fonctionnelle, notée 7 dans le théoréme qui suit, sur un sous-ensemble, qui n'est pas un sous-espace, du produit
L2(w) x L2(w), noté U(w) dans le théoréme qui suit. Ce probléme de minimisation constitue I'approche intrinséque du mo-
déle de coque considéré dans cette Note, la fonctionnelle 7 s’appelle I'énergie intrinséque, et 'ensemble U(w) I'ensemble
des champs de tenseurs admissibles.

Théoréme 7.1. Soit w un ouvert de R? de frontiére de classe C11 et soit @ € C3(@; E3) une immersion telle que la courbure de Gaufl
K de la surface 6 (w satisfait

supK(y) < A1,

yew

oit A1 > 0 est la constante du Lemme 3.2. Les espaces Mo (w), Mo(w)=+, et No(w) sont définis aux Lemmes 5.1 et 5.2. On définit
I'ensemble
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U(w) :={(r, ) = ((rap), (cap)) € L* () x L*(w);

/raﬂm“ﬁﬁdy = 0 pour tout (m*#) € My(w),

[0

1 N
/ {Caﬂ + (baﬂ + Eraﬂ)n3(r)}n“ﬂﬁdy
w
1 N A
~ SH2) (n*Pvg. 13(1)|a3()/a) g2,y = 0 pour tout (1*F) € No(w) }
Alors, étant donné un élément (r, ¢) = ((rag, (cap)) € U(w), il existe d’'aprés le Théoréme 6.1 un et un seul élément

F(r,¢):=((Na,13)) € H)(®) x H3(®)

tel que
N3jap = Tap dans w
%(na\ﬂ +1pla) = bapns + %773\a773|ﬂ = Cap dans o,
et l'application F : U(w) — H}(w) x H3(w) ainsi définie est une bijection.

Etant donné deux constantes de Lamé ). > 0 et v > O et des fonctions p' € L?(w), on définit la fonctionnelle 7 : U(w) — R par

1 [(&
J(r,c):= 5/ {?aaﬂorrcrrotﬁ + SGaﬁarCUrCaﬂ}\/ady —L(F(c, 1))
1)

pour tout (r, €) = ((rag, (cap)) € U(w), oit

40
a®foT . — +gﬂa"‘ﬁa” +2(a%° aP* 4 a*TaP?),
() = f p'niv/ady pour chaque 1 = (1;) = ((Na), N3) € Hy(®) x Hi(w).
w

Alors, si les normes ||p® |l 2(,,, sont suffisamment petites, le probleme de minimisation : trouver (r*, ¢*) € U(w) tel que

J*, )= inf J(r,c)
(r,c)eU(w)

a au moins une solution.

Esquisse de la preuve. Celle-ci comporte essentiellement cinq étapes. Dans ce qui suit, la convergence faible est notée —.
(i) Ainsi que I'a montré le second auteur [2], il existe, sous les hypothéses du Théoréeme 7.1, une constante C telle que
I'inégalité de Korn non linéaire sur une surface suivante soit satisfaite :

1302y + D 17l 1
o

1 1
= C(Z 13108 | 20y + 2 3108 2200 + D 5 (Maip + Npia) = bapns + 53171318 ||L2(w))
a,B N} a.p

pour tout champ de vecteurs n;a' : @ — E> tels que 74 € Hé(a)) et n3 € Hﬁ(a)) (la preuve de cette inégalité repose sur
plusieurs inégalités triangulaires et sur la compacité de I'injection canonique de H!(w) dans L*(w)).

(ii) L'ensemble U(w) est séquentiellement faiblement fermé dans L2(w) x L2(w). Soit ((r*, (:")),‘:i1 une suite d’éléments de
U(w) et (r,c) € L2(w) x L2(w) tels que

. k= ((r(’;ﬂ, (cgﬁ)) — (1, ¢) = ((rgp), (cap)) dans L?(w) x L?(w) lorsque k — oo.
Cette suite étant bornée, I'inégalité de Korn non linéaire de I'étape (i) montre que la suite (17"),;";1. ol
N =) =Fa* ) k=1,

est bornée dans H'(w) x H?(w). Il existe donc une suite extraite (7)5°; et un élément 7 = (17;) € H}(w) x H2(w) tels que
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7 — ndans H'(w) x H?(w) et * — n dans L?(w) x H!(w) lorsque £ — oo.
Des calculs simples et I'unicité d’une limite faible montrent alors que
Tap = 13jap
1 1
Cap = 5 (Npla + Ncip) = Daps + 5 dun3dp 3.
On a donc trouvé un élément 5 € H} (w) x Hi(w) tel que

(r,c)=F(n),

ce qui veut dire que (r, ¢) € U(w), ce qui établit la propriété annoncée.
De plus, I'unicité de la limite faible montre que la suite entiére (17"),?'021 converge fortement vers 7 dans L?(w) x H! (o).
(iii) La fonctionnelle 7 : U(w) — R est séquentiellement faiblement semi-continue inférieurement. La fonctionnelle

1 3
Jo: (r,0) e L*(w) x L*(w) — 5 f {%a“ﬁ“rormﬁ +8aaﬁcrcatcaﬁ}\/ad3’
w

est convexe et continue, donc faiblement semi-continue inférieurement.
Soit ((rk, c")),f‘i1 une suite d’éléments de U(w) et (r, c¢) € U(w) tels que

r*, c*) = (r, ¢) dans U(w) lorsque k — co.

Alors on voit facilement, grace a la derniére observation faite a I'étape (ii), que

L(F(ck, 1)) =L(y) — £(y) = £(F(c, 1)) lorsque k — oo.
Comme par ailleurs
Jo(e, 1) < liminf Jo(c¥, r¥)
k— o0
la propiété est établie.
(iv) La fonctionnelle 7 : U(w) — R est coercive si les normes ||p*|l 2, sont suffisamment petites. Etant donné un élément

quelconque (r,c) € U, soit § = ((Ny),n3) := F(r,c) € Hé(a)) X Hé(a)). Alors il existe des constantes C; >0, 1 <i <3,
indépendantes de (r, ¢), telles que

16| < 10311120 1731 2wy + 1P 112 () 1Ml 20 -

”773||L2(a)) < ”7’3”H2(a)) <( ||r||]L2(w)

d’aprés le Lemme 3.1, et

1Mell 20y < C2 (||r||L2(w) + ||r||]i2(w) + ||C||]Ll(w))
d’aprés l'inégalité de Korn non linéaire de I'étape (i). Par suite,

2 2
T 1) 2 C3 (17122, + leltay,,) ) = 16
> (C3 = M) 125, + C3 l€lfa ) — (Cl 19> 12y + CzM) 1711120y — CaM ll€lly 20
ol M :=maXxy [[p%||;2(s)- La fonctionelle J est donc coercive sur 'ensemble U(w) si M < C3/C.
(v) L'existence d’'un minimiseur de 7 sur 'ensemble U(w) découle alors d'un théoréme classique du calcul des varia-

tions; cf., e.g., Dacorogna [17]. O
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