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avec l'image directe par l'injection canonique de X d'une forme test C*° dans X est égal
Présenté par Jean-Pierre Demailly a la valeur de 6 sur cette forme test, et que sa restriction a X s'obtient au moyen de
I'éclatement de centre X. On définit ainsi une transformation intégrale donnée par un
noyau qui est un courant fermé dans P, x X, et qui est utilisée pour apporter une réponse
a un probléme de Grothendieck. Ce transformé est encore défini pour un cycle algébrique
de codimension ¢ au lieu de la (g, q)-forme différentielle. On obtient une caractérisation
des intersections complétes par la positivité du transformé. On obtient aussi une version
du théoréme de Lefschetz sur la section hyperplane, qui dit que la classe de cohomologie
provient de la section hyperplane lorsque l'intersection avec X est transverse en dehors de
la section hyperplane.
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ABSTRACT

A closed smooth differential (q, q)-form 6 in a complex projective manifold X embedded
in the projective space P, gives rise to an “extension” to the projective space as a closed
current. This means that the intersection number of this current with the direct image
by the canonical injection of X of a smooth test form on X is equal to the value of 6
on this test form, and that its restriction to X is obtained by means of the blow up with
center X. We define in this way an integral transform given by a kernel which is a closed
current in IP; x X, and which is used to bring an answer to a problem of Grothendieck. This
transform is still defined for an algebraic cycle of codimension g instead of the differential
(q, ¢)-form. We obtain a characterization of the complete intersections by the positivity of
the transform. Moreover, we obtain a version of the Lefschetz theorem on the hyperplane
section stating that the cohomology class arises from the hyperplane section when the
intersection with X is transverse outside the hyperplane section.
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1. Extension en un courant fermé dans P, avec Hahn-Banach

Soit X une sous-variété complexe fermée connexe de dimension p dans I'espace projectif P, et & une (q,q)-forme
différentielle de classe C*° fermée dans X avec g > 1. Soit ip : X — P, l'injection canonique. Il existe un (g, g)-courant
fermé S dans P, possédant une «restriction» S|x égale a 6, c’est-a-dire que pour toute (p — q, p — q)-forme différentielle
u de classe C*™ dans X, le courant S posséde un nombre d’intersections avec I'image directe ip,u dans P, égal au nombre
d’intersections de 6 avec u dans X. Cela signifie qu'il existe @;: Dp_q p—q(X) = Dn_q.n—q(Py) vérifiant : @;(u) converge
faiblement dans P, vers igsu et an SA@ju) — fx 0 Au.

Notons que cela n’entraine pas nécessairement I'égalité cohomologique {0} = {S};x = (deg S){a)fx} oll w est la forme de
Fubini-Study dans PP,. En effet, cela signifierait que, pour toute (p — q, p — q)-forme différentielle u de classe C* fermée
dans X, on aurait I'égalité fxe AU = (deg S) fx a)?x AU = an S Aigsu. Ensuite, ig.u est fermée dans P,, donc on peut
écrire ig.u = (fy a)qu AWw" 1+ dd°w. Mais w est seulement a coefficients LllOc
nécessairement nulle, le théoréme de Stokes ne pouvant ici s’appliquer.

Lorsqu’elle existe, la restriction S|x se définit en utilisant I'éclatement w1 : P, — P, de P, de centre X. D’aprés [1], I'image
inverse u*S existe comme courant dans PP,, et on est ramené 3 intersecter ;*S avec un diviseur, ce qui est possible avec le
théoréme de division de Hérmander-Lojasiewicz et la formule de Poincaré-Lelong écrite localement. Mais, comme dans le
cas du transformé strict d'un cycle algébrique, on n’a pas nécessairement {u*S} = w*{S}. On observera que I'image inverse
u* des courants ne commute pas a priori a dd€, car u n’est pas une submersion, de sorte que I'image directe u. d'une
forme différentielle C* n’est pas nécessairement lisse.

Nous construisons ici le courant fermé S en utilisant un argument de projection, la solution obtenue pouvant étre d’ordre
élevé.

Pour u € Dp_q,p—q(X) de bidegré (p —q, p —q) dans X, on doit avoir [, 6 Au= [, i}SAu= an S Aigsu. Par ailleurs,

dans PP, et donc an S Add“w n’est pas

9S =0 revient a an ISAV = _f]Pn SAdv =0 pour v € Dy_g_1-q(Py). De méme 3S =0 revient a flP’n S Adw =0 pour
W € Dn—g,n—q—1(Pn).
On sait donc définir S sur I'espace

i0+DPp—q,p—q(X) ®{0Dn_q—1,n—q(Pn) + 5Dn—q,n—q—] (Pn)}.

Il'y a prolongement en une forme linéaire continue sur 7 D Dy_g n—q(Pn). En effet, une formule d’homotopie dans P, \ X
permet d'écrire ¢ € Dy_gn—q(Pn) sous la forme ¢ =ig.u + dAo(p) + A1(dg) + 9Bo (@) + B1(d¢) + h avec h explicite. L'ap-
plication ¢ — u n’est pas faiblement continue, mais si ¢ est un courant, il existe ¢; de classe C*° convergeant faiblement
vers ¢ telle que uy; — u.

Lorsqu'on fait varier 6, on obtient une transformation 6 — S de la forme S = m1,(G A ©36), o Py x X I P, et

Pp x X 2 X sont les projections et le noyau intégral G est ici un courant de bidegré (p, p) fermé dans P, x X. On écrit
ensuite G — dd°L € C* et on pose U =7, (L A;60), de sorte que S —dd°U est C*° fermé dans P,.

En général (dd°U)x # dd°(U|x), c'est-a-dire que I'image inverse i des courants et dd° ne commutent pas. En effet
(ddU)|x = dd®(Ux) signifierait, pour toute (p — q, p — q)-forme différentielle u de classe C* dans X, I'égalité fIP’n dd°U A
fosll = j]'Pn U A dd%igsu. Ce n'est pas le cas en général, ip.u n'étant pas lisse dans P,, puisque ip est une immersion. Mais
I'ensemble

{x € X, il existe un voisinage ouvert Q de x dans X tel que (dd“U)|q = ddc(Um)]

est le complémentaire d'un fermé négligeable E C X. Ainsi, on a en cohomologie I'égalité de classes {6} = {S|x} = {S}x +
i{r}, ot i: E — X est I'injection canonique.

Notons enfin que E est algébrique complexe lorsque S est d’ordre 0, ce qui donne une réponse a un probléme de
Grothendieck. En effet, la décomposition de Lebesgue-Nikodym des mesures permet alors d'écrire S = Sy + S1, avec Sp un
courant d’ordre O exact a support B négligeable, et S; une forme différentielle fermée a coefficients Ll10c' Le sous-ensemble
B est algébrique complexe et on obtient So = j.R, ot ici j: B— [P, est I'injection canonique. Ensuite, Sox =i,r ol E = B|x
et r = Rjg. Par ailleurs, S; = (deg S)w? + dd“w se restreint a X en (deg S)wfx + dd(w|x) conformément a la relation
(Six) = (Shx +idr}.

2. Extension en un courant fermé dans IP,, avec une rétraction

Soit G un sous-ensemble algébrique de P, x X de dimension pure n tel que l'intersection G N (X x X) soit formée de la

diagonale Dy et d’autres composantes irréductibles de dimension p, et soit G I P, un revétement ramifié.

Soit A € HO(Py, Op, (1)) telle que Ajx est transverse a la section nulle de Op, (1)|x, ce qui est génériquement le cas par
le théoréme de Bertini.

Alors il existe un ouvert € de C" =P, \ A~1(0) contenant Y = X~ (XN A~1(0)) et p: 2 — Y une rétraction holomorphe
telle que (w, p(w)) € G pour tout w € Q.
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Proposition. Si 6 est positive, le (q,q)-courant positif fermé T = n1,([G] A ©50) = (11g)+(M21g)*0 de P, est tel que
p*(®)y) < T|q. Donc la forme différentielle égale & p*(6y) dans € and 0 in C" \. Q a ses coefficients L}OC dans P,.

Soit Q" un voisinage ouvert de Y dans €2, dont I'adhérence dans C" est incluse dans €. On note y = 1o p*(f)y) et alors
dyr est a support dans 9 égal a j,B ol j:9Q — P, est I'injection canonique et B est un courant de degré 2q fermé
dans 9. En fait, 8 = —p*(f)y) s S’écrit B =e +dy ot e est une chaine singuliere fermée dans 92’ et y est un courant
de degré 2q — 1 dans 9$2'. Mais H%*1(P,,, C) =0, donc j.e =dc, ot ¢ est une chaine singuliére dans P, de degré 2q. Ainsi

dy =—p*Oy) A3 1=d(c+y AL =d(c — jxy).

Alors S =1 — ¢+ j.y est de degré 2q fermé dans PP,. Sa restriction a Y est 6y —cjy ol cjy s’obtient en prenant les
composantes de dimension 2(p —q) de cNY.

Sa restriction a X est 0 — (cjy)” — i1 ol i1 : X N A~1(0) > X est I'injection canonique.

Nécessairement cjy est fermé dans Y et (cy)” est fermé dans X.

Une autre méthode pour définir S consiste a écrire pour ¥ une formule de représentation intégrale a partir d’'un noyau
K sur P, x P, vérifiant Dp, — dd“K € C* avec Dp, la diagonale de Pj.

Notons pry et pr, les projections naturelles P, x P, — P, et w la forme de Fubini-Study.

Considérant ici le fibré vectoriel holomorphe hermitien F = pr;Op, (1) ®pr§(@”+1/(’)pn(—l)) qui est de rang n au-dessus
de P; x Py, Dp, s'interpréte comme l'ensemble des zéros de la section s de F, transverse a la section nulle, définie par

s([z],[Z]) =z~ ® (z mod CZ). Avec |s| = '“Z' ,ona

1 ddes;2\"" 1
[Dp, 1= Z prj(@™) A pri(@"™™) +dd°K avec K = ———— (i> +0 (—)

— 2 2n—4
Oeman 2n—-1) \ 2Js| Is|

Proposition. La (g — 1, q — 1)-forme différentielle U = pry, (K A priy) est a coefficients Llloc dans Py.

On note alors S = ([ ¥ A" Dw?+dd°U = ¢ +d°Ug — Uy avec Ug = —pry, (K Apridy) = pri, (K Apri([3Q2'1A p* (G1y)))
et Uy = —prq,(dK A pryd®y) qui a méme composante de bidegré (q,q) que pry, (d°K A pridy) = —pry, (d°K A pri([0Q'] A
P*Oy))).

Par tranchage, la restriction de K a C" x 92" est a coefficients LllOc
tion de d°K a C" x 92" est bien définie.

Alors, la restriction de S a X est définie en utilisant I'éclatement de P, de centre X, et elle est égale a 6 + (d“Ug — U1))x.

Par le théoréme d’Hormander-Lojasiewicz, la restric-

3. Existence de la restriction a X d’'un courant positif fermé dans P,, avec un éclatement

Pour S un (g, q)-courant positif fermé quelconque dans IP,, on peut ainsi définir la «restriction» S|x et en fait 'hypothése
S|p,~x positif fermé de masse finie suffit.

Soit P, Ll P, I'éclatement de P, de centre X et H C P, le diviseur exceptionnel. Alors le courant R = (N\PH\H)*(S\M\X)'
qui est positif fermé dans P, \ H, est de masse finie dans P, \. H. En effet, soit (S;) une suite de formes différentielles C*°
positives fermées dans P, convergeant faiblement dans PP, vers S. Alors les Rj = (u*S b,y convergent faiblement vers R

et si @ est une (1, 1)-forme différentielle C* strictement positive fermée dans P, on a

~=a < limi . =4 <1 RTINS o R ~\n—q
/ RA(wan\H)_hmlr}f / RJA(wm,,\H)—h}n/M Sino™ T =ur({SHio} .
Py~H Py~ H Py
Lextension triviale R de R a P, est un courant positif fermé dans P, d’aprés le théoréme de Skoda-El Mir.
Pour définir le produit R A [H] dans P, on utilise une régularisation de [H], au lieu d’utiliser le théoréme de division
de Hérmander-Lojasiewicz avec la formule de Poincaré-Lelong écrite localement. Pour cela, on écrit [H] = o + dd“¥ avec

o une (1, 1)-forme différentielle C*° fermée dans P, et ¥ une fonction quasi-plurisousharmonique dans P, de classe C®
dans IP’n ~ H. Il existe une suite (T;) de (1, 1)-formes différentielles C>° fermées dans IP’n, s'écrivant T; = o + dd“W¥; avec

W; de classe C*™ dans P, décroissant vers W lorsque j — oo donc convergeant faiblement dans P, vers [H] et vérifiant
Tj > —C& pour une constante C > 0. La suite fp R A (Tj + Co) A"~ = (R}{o} + C{@H{®@}*971 est constante, et
il existe une suite extraite R A (Tj, 4+ Cw) de la suite R A (Tj + Cd) de courants positifs fermés qui converge faiblement

dans P,.
On définit alors R A [H] = (lim; R A (Tj, +Cw)) — R A C® qui est localement plat dans P, comme différence de deux

courants positifs fermés. Comme on a aussi R A T, = RAaa+ ddc(\IJ],R) avec (lIJ],R)‘P «y Qui converge faiblement vers
(\IJ‘]P"\H)R d’aprés le théoréme de convergence monotone, il vient (R A [H])‘PH\H =1lim;((R A Tfl)lJPn\H) =0 et R A[H] est

a support dans H, donc égal a I'image directe par I'injection j: H — P, d’un courant qui est R|H.
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On définit enfin Sjx = (//L|H)*(R\H A C1 (®OP(N]P> X)(D)"‘p‘]) ol Cl(®OP(NP x(1) est la (1,1)-forme différentielle dans

H = P(Np,X), égale a la premiére forme de Chern de la forme de courbure de Op(n,, x)(1) pour la métrique hermitienne
induite.
La restriction wy : H — X de u est une submersion et (14|4)(C1 (G)OP(NP X>(1))”*P*1) = 1. Pour u forme différentielle de

bidegré (p — q, p — q) de classe C* dans X, on a donc
M jx (U U A €y (®OP(Nan)(1))"_p_1) = i0x (U H)« ((UH) U A €1 (@opmn,,nx)(n)n_p_l) =gyl

En prenant I'image réciproque par I'éclatement pt, on obtient p*ip.u = j.(((jg)*u A c1(O®0py, X)(D)”*P*]), d’'ot I'on
n
déduit que an S Nigsll = fx S|x Au, ce qui respecte la définition de i pour un courant.

4. Théoréme de Lefschetz sur la section hyperplane

Si la restriction S}y est transverse, c’est-a-dire si cjy est transverse, on obtient
{6} = {(cjy)} +i14{r} + (deg $){w}x

oil iy : X N A~1(0) — X est I'injection canonique et w est la forme de Fubini-Study. Lorsque q > p/2, le théoréme de
Lefschetz sur la section hyperplane dit que Sjy est transverse.

5. Calcul de la classe de cohomologie de la diagonale Dx

Un choix particulier de G et de p permet d’effectuer le calcul de la classe de cohomologie dans X x X de la diagonale Dy.
Soit

0— TX % TByx & Np,X — 0

la suite exacte définissant le fibré normal a X dans P;. On va d’abord étudier le scindage de cette suite exacte en dehors
d’'une hypersurface algébrique de X.

Proposition. Pour k € N assez grand et f € HO(P,, Og, (k)) non identiquement nulle dans X, il existe I' HO(X, Hom(TPyx,
TX) ® Op,(k)x) telle que ' = fix ® idrx.

Démonstration. On choisit k € N tel que le fibré vectoriel Hom(Np, X, TX) ® det TX ® (Op, (k)|x) soit > 0 au sens de
Nakano dans X, de sorte que, par le théoréme d’annulation de Serre-Nakano :

H%1(X,Hom(Np, X, TX) ® (Op, (k)|x)) = HP*1 (X, Hom(Np, X, TX) ® det TX ® (Op, (k)|x)) = 0.

Soit v une section C*° dans X de Hom(TPyx, TX) telle que var =idry, i.e. un scindage C* de « dans X. On cherche u
une section de Hom(Np, X, T X) définie dans X ~\ f~1(0) telle que v —up, qui est encore un scindage de o dans X ~. f~1(0),
soit holomorphe dans X ~. f~1(0). Or, D”v est une (0, 1)-forme C* dans X telle que (D”v)a = D” (var) =0, donc (D”v)B~!
est bien définie comme (0, 1)-forme C* a valeurs dans Hom(Np, X, TX) et elle est D”-fermée dans X. Il existe donc ug
section C* dans X de Hom(Np, X, TX) ® (Op, (k)|x) telle que (D" H® (fix) = D"up dans X, de sorte que u = (}"‘;()
convient. On pose alors I' =v ® (fx) —uof. O

Si on remplace Op, (k) par Op, (1), la propriété peut étre fausse pour tout n tel qu'on a un plongement X C IP,. En effet,
le morphisme surjectif naturel Op, (1)®@+1 — TP, induit un morphisme injectif

HOX, T*Pyx ® TX ® Op, (1)1x) — HO(X, TX)®@+D et HO(X, TX) = HP-P(X, T*X)*, par dualité de Serre, est nul si T*X
est ample, par le théoréme d’annulation de Le Potier.

Pour A € HO(P,, Op, (1)) non identiquement nulle dans X, il existe donc

I € H(X, Hom(TPyx, TX) ® Op, (k)|x)

telle que ' = A’fxidrx. Par le théoréme de Bertini, on peut choisir A telle que A|x est transverse a la section nulle
de Op,(1)x. La section y = A% de Hom(TPyx, TX) est méromorphe dans X, a poles d’ordre <k dans X N A~1(0) et
c'est un scindage holomorphe de « dans Y = X ~. A~1(0). Soit A la forme linéaire sur C"*! associée 3 A i.e. définie par
A(x) =x ® A([x]) pour x € C"+1 < {0}.

Y est une sous-variété algébrique affine lisse de C" ~ A~1(0) ~ P, ~ A~1(0) et y([x]) induit un scindage y’(w) de
0 — TwY — A~1(0). Fixons [e] un point de P, hors de A~1(0) et considérons la carte de P, suivante [z] € P, ~ A~1(0) —

T I =WE 2~1(0), ayant pour bijection réciproque w € A~1(0) — [5G +Wl€Pn~ A~1(0). Les différentielles sont
1 . Mz
¢ € TigPy = Hom(Cz, C"1/Cz) > —— (£ (2) — @ ))z) ()

A(2) A(2)
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avec Z(z) € C™! un représentant de ¢(z), et pour l'inverse
w e A 10) ~ A(2)z7' @ (W mod Cz) € (Cz)* ® (C"!/Cz).

Soit C"+1 < {0} =z P, 'application naturelle. Le morphisme surjectif naturel (’)H?;("H) — Op,(—1) ® TP, et y donnent

pour tout [x] € Y un élément de Hom(C"*!, (Op, (=) 1x @ TX)[x) égal a x® (v ([x])dmy). Le scindage y'(w) de 0 - Ty Y —
2~1(0) induit par y ([x]) s'explicite ainsi : 3 w’ € A~1(0) est associé

1
Y w)(w') = (y (XD (x "' ® w’ mod Cx))” (x) — WA(()/([X])(X‘l ® w' mod Cx))” (x))x,

si w correspond a [x].
Donnons alors la construction a partir de Y’ d’'une rétraction holomorphe 2y sur Y, avec @ un certain voisinage
ouvert de Y dans A~1(0). Pour w € Q, p(w) est I'élément y € Y tel que I'équation w =y + w’ — y’(y)(w’) admette une
solution w’ € A~1(0) assez petite. En d’autres termes, o([z]) est 'élément [x] € X tel qu'il existe & € TixPn assez proche de

Oj vérifiant
z X

z _x 1 X)_A(E(X))x)_L( XD (E)) (x —LA XD (&))" (x)x)
) Mx)—)\(x)(é‘( 20 X (Y ([xDE)) () " ((y (XD (&) (x))x).

L'existence de & € TP, vérifiant cette égalité est équivalente a I'existence de & € TP, tel que z = &(x) —
y([x])(€)” (x) mod Cx, de sorte que [x] est caractérisé par x~! ® (z mod Cx) € Im (id — ay ([x])) et [x] assez proche
de [z]. Comme y ([x])a = idr,x, on a aussi Im (id — ay ([x])) = Ker y ([x]) = Ker I"([x]).

Considérons donc le sous-ensemble algébrique G = {([z], [x]) € Pn x X, T'([x])(x ! ® (z mod Cx)) =0} de P, x X. On note

P, x X n P et Pp x X 2 X les projections. Alors G est 'ensemble des zéros de la section holomorphe S dans P, x X du
fibré vectoriel holomorphe njOp, (1) ® 75 (Op, (k — 1)|x ® TX) de rang p, définie par S([z], [x]) = Z1xT(xD(x ! ®
(z mod Cx)). Pour [x] € Y, I'([x]) est surjective, donc dim Ker I'([x]) =n — p, autrement dit Y C X \.Cr ol le sous-ensemble
algébrique Cr = {[x] € X, rang de I'([x]) < p} de X N A~1(0) est le lieu de dégénérescence de I' et est encore égal 3
I'ensemble des zéros de la section APT e HO(X, AP T*Ppx ® det(TX ® Op, (k)|x)). Comme ([z],[x]) € G équivaut a [z]
dans le projectivisé P(dn;l(Ker I'([x]))), qui est donc de dimension n — p, G N (P, x Y) est quasi-projective, de dimension
dimY+n—p=n.

Alors G défini comme I'adhérence de G N (P, x Y) dans G est un sous-ensemble algébrique de dimension n de P, x X.
Pour [z] € Q correspondant 3 w € A~1(0) et [x] € Y d p(w), on a ([z], [x]) € G. Donc l'ouvert Q est inclus dans m;(G), qui

est un sous-ensemble algébrique de P, de sorte que n1(G) =P, et G o P, est un revétement ramifié.

Comme S~1(0) est la réunion de G et de composantes dans P, x (X N A~1(0)), alors (S|XXX)*1(0) est la réunion de
composantes dans X x (X N A~1(0)) et de Dx UF ot F est un cycle de dimension p.

Le cycle F s’obtient en déterminant les ([z], [x]) € X x X tels que x ! ® (z mod Cx) € Ker I'([x]), ce qui équivaut a dire
que la droite projective P(Vect(x, z)) joignant [z] a [x] est incluse dans le sous-espace projectif Ker I"([x]), ce qui équivaut
encore a dire que [z] est un point d'intersection de X et de Ker I'([x]).

Proposition. Avec i : X x (XN A~1(0)) — X x X I'injection naturelle, il existe un coefficient a = 0 tel que a{Dx}+ {F}+i.n =
Cp((T11xx %) " (Op, (1)1x) ® (M21xx x) " (Op, (k — 1)|x ® T X)) ot la classe de cohomologie n se calcule par la formule de Laksov.

Afin d’éliminer le terme {F}, on utilise la construction suivante.

Pour [x] € X, on choisit V[y C TP, un sous-espace vectoriel de dimension n — p — 1 tel que Viy N X = {[x]}, en
identifiant V[y au sous-espace projectif P((dmy)~! (V1x)) o [x]. On note IT([X]) : TixyPn — TixPn/V |y la projection naturelle,
et

S1([2). XD =z @ x @ I([x])(x ' ® (z mod Cx)),

qui appartient a la fibre de n§Op, (1) ® ©5(Op, (—1)|x ® (TPyx/V)) en ([z], [x]).

Alors V — X est un fibré vectoriel holomorphe générique de rang n — p — 1. Il est holomorphe au-dessus de X \ A, ot
A est un sous-ensemble algébrique de dimension <p — 1, et (SHXXX)”(O) est la réunion de Dy et de composantes dans
X x A.

6. Caractérisation des intersections complétes

Soient Z C A C P, des sous-ensembles algébriques de dimensions pures avec codimaZ = q.

Il existe toujours un sous-ensemble algébrique E de dimension pure n —q dans PP, tel que E N A soit réunion de Z et
d’autres composantes de méme dimension que Z.

Mais il existe aussi (dans le sens précédemment défini) un (q, q)-courant S fermé dans P, tel que [Z] = S|4. Cest le
transformé correspondant a  =[Z] et X = A. Alors il existe un sous-ensemble algébrique E de dimension pure n — q dans
P, tel que Z =EN A si et seulement si S > 0. C'est une conséquence de la formule S = [E]+ R de décomposition de Siu. En
effet, Rja =[Z] —[E N A], ot [E N A] s’obtient en prenant les composantes de codimension q dans A de I'intersection EN A,
est alors un cycle algébrique nécessairement égal a 0 a cause des dimensions.
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