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Abridged English version

Let £2 C R" be a bounded open set with a smooth boundary I". Let I" = I'; U Iy such that T{NTo=0. Let U =

@D, .. uMT and H=hD, ... h™)T with M <N, and A and D be N x N and N x M matrices with constant elements,
respectively. Consider the following problem:

U'—AU+AU=0 in £2,

U=0 on [y,

U=DH only,

t=0: U=Uy, U =Uj.

In view of a possible lack of boundary controls, we have introduced as certain sorts of weakened controllability and synchro-
nization the concept of approximate null controllability and the approximate synchronization, respectively, in [9] and [11].
The approximate null controllability is equivalent to the D-observability of the following adjoint problem:

@ —AD+ATD =0 in 2,
® =0 onl,
t=0: @=d), & =&,

by the boundary observation DT9,® =0 on [0, T] x I} (see [11]).
In this Note, we will first give a necessary condition for the D-observability and show that this condition is equivalent
to the so-called Kdlman’s criterion:

rank(D, AD, ---, AN"'D) =N,

which is necessary and sufficient for the exact controllability of ordinary differential equation systems X = AX + Du; how-
ever, we will get it for partial differential equation systems from a different point of view. Although this condition is not
sufficient in general for the D-observability because of the finite propagation speed of waves, we will show the sufficiency
of the above Kalman criterion under some additional assumptions. In particular, the one-space-dimensional case will be
considered to establish a quite general result in this respect. We next generalize the approximate synchronization and
the approximate synchronization by 2-groups to the approximate synchronization by p-groups (p > 1) and prove that it
is equivalent to the corresponding CD-observability (see Definition 3.3); we also prove that a version of criterion of the
Kalman type is its necessary condition.

1. Introduction

L'étude de la synchronisation exacte d'un systéme d’équations des ondes a été effectuée dans [10,12-14] en dimen-
sion d’espace supérieure dans le cadre des solutions faibles, et dans [4,5,8,16] en dimension d’espace un dans le cadre des
solutions classiques. Pour compenser le manque de contréles aux frontiéres, nous avons introduit dans [9] et [11] la contrd-
labilité nulle approchée et la synchronisation approchée. Puis nous avons établi I'équivalence entre la controlabilité nulle
approchée et la D-observabilité du systéme adjoint, et celle entre la synchronisation approchée et la CD-observabilité du
systéme adjoint réduit (voir Définitions 2.1 et 3.3).

Dans cette Note, nous donnons d’abord une condition nécessaire de critére du type de Kialman [6,20] pour la
D-observabilité. Puis nous montrons la suffisance du critére de Kalman sous certaines hypothéses supplémentaires, en
particulier pour des problémes en dimension d’espace un. Cette condition porte sur le rang des matrices du couplage et
peut étre facilement vérifiée. Ensuite, nous généralisons la notion de synchronisation approchée et celle de synchronisation
approchée par 2-groupes a la synchronisation approchée par p-groupes (p > 1). Nous montrons la nécessité de la condi-
tion de compatibilité. De plus, grace a 'équivalence entre la synchronisation approchée par groupes et la CD-observabilité
du systéme adjoint réduit, nous donnons une condition nécessaire de critére du type de Kalman pour la synchronisation
approchée par p-groupes. Cette condition est également suffisante dans certains cas particuliers.

2. Résultats d’unicité et critére de Kilman

Soit £2 c R™ un ouvert borné de frontiére réguliére I" = I'; U Iy avec I'1 N T'g = @. Soit A une matrice d’ordre N et soit

D une matrice d’ordre N x M avec M < N. Notant @ = (¢, ..., ¢™)T, nous considérons le systétme adjoint homogéne
suivant :
@" —A®+AT®d =0 dans 2, 21)
®=0 sur .

Définition 2.1. Le systéme adjoint (2.1) est D-observable sur l'intervalle [0, T] si

D"9,® =0sur [0, T] x I'; implique @ =0. (2.2)
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Dans la pratique, la matrice D est de «petit» rang, donc le théoréme d’unicité de Holmgren [18] ne s’applique pas pour
conclure. Bien que la D-observabilité soit vraie dans certains cas particuliers [1,2,19], cette question d’unicité est largement
ouverte en toute généralité.

Lemme 2.1. Soit A une matrice d’ordre N et soit D une matrice d’ordre N x M avec M < N. Alors le critére de Kdalmadn
rank(D, AD,---,AN"'D) =N (2.3)

est satisfait si et seulement si Ker(DT) ne contient aucun sous-espace invariant non trivial de AT.

Preuve. On désigne par /C = (D, AD,---, AN"1D) la matrice de Kilman. Supposons que V soit un sous-espace invariant
non trivial de AT contenu dans Ker(DT). Il vient :

rank(K") = N — dimKer(K") < N — dim(V) < N.
Réciproquement, si le critére de Kalman (2.3) était faux, alors on aurait :
dimKer(KT) = N — rank(K") > 0.
11 existe donc un vecteur non nul w € Ker(KT) tel que I'on ait :
Span{w, ATw, .-+, (AT)N_lw} C Ker(D").

Grace au théoréme de Cayley-Hamilton, Span{w, ATw, ---, (AT)N~1w} est un sous-espace invariant de AT, ce qui contredit
I'hypothése de départ. O

Lemme 2.2. Si le systéme (2.1) est D-observable, alors le critére de Kdalmdn (2.3) est nécessairement satisfait.

Preuve. D'aprés le Lemme 2.1, il suffit de prouver que le noyau de DT ne contient aucun sous-espace invariant non trivial
de AT. Soit 1, une valeur propre de —A dans Hé(ﬂ) et soit e, la fonction propre associée. Si Ker(DT) contient un sous-

espace V invariant non trivial de AT, alors W = {e,w : w € V} est un sous-espace invariant de —A + AT. Nous pouvons
alors résoudre le systéme (2.1), et la solution sera donnée par @ =e,w(t) avec

W'+ (2l + AN w=0, wO)=woeV, w () =weV.
Comme w(t) € V pour tout t > 0, il vient que
D'8,® =d,e,D"w(t) =0 on [0, +oo[ x I7.
Or @ #0, ce qui contredit I'hypothése de départ. O
Remarque 2.1. Le critére de Kalman (2.3) est une condition nécessaire et suffisante [6,20] pour la controlabilité exacte du
systéeme d’équations différentielles ordinaires suivant :
X = AX + Du.

Ici, nous 'avons retrouvé d'une maniére différente. Par contraste avec le systéme d’équations différentielles ordinaires, le
critéere de Kalman (2.3) n'est pas une condition suffisante pour la D-observabilité du systéme d’équations aux dérivées
partielles en général.

Proposition 2.1. Soit (4, une valeur propre de — A dans Hé(()) et soit ey, la fonction propre associée. Supposons que I'ensemble
A={(m,n): pm # pn, dvem =dyeq on I}
est non vide. Alors, il existe € # 0, tel que le systéme homogéne suivant :
¢ — Ap+e€yy =0 dans 2,

Y — Ay +€p=0 dansS2, (2.4)
p=y=0 sur I’
admette une solution non triviale vérifiant la condition supplémentaire suivante :
oy =0 sur[0,4oo[ x I7. (2.5)

Preuve. Soit (m,n) € A. Définissons :
_ B M 2 Mt i
== 70 M=

Alors, en posant ¢ = e* ¢, v = e* 4, nous obtenons une solution non triviale du probléme (2.4), qui satisfait de plus la
condition supplémentaire (2.5). O

€ ¢y = (en —em), Yi. = (en +em).
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Remarque 2.2. Dans le systéme (2.4)-(2.5),on a :

1 0 € 10
D=<O>, A:(6 o)’ (D,AD):(O E). (2.6)

Les matrices A et D vérifient bien le critére de Kalman (2.3). Par ailleurs, I'ensemble A est non vide si £ =10, 1[ avec
I'' ={0}, ou si £2=10,1[ x ]0,1[ avec I'1 = {0} x [0, 1]. Dans ces deux cas, le critéere de Kalman (2.3) n’est pas suffisant
pour la D-observabilité du systéme (2.4)-(2.5).

Théoréme 2.1. Supposons que $2 satisfasse la condition géométrique du controle [3]. Considérons le systéme homogeéne (2.1) avec une
matrice « cascade » :

0 e
A ..
0 ey )’
0
olt € # 0 pouri=2,---,N. Alors, pour toute matrice D satisfaisant le critére de Kdlmdn (2.3), le systéme (2.1) est D-observable,

pourvu que T > 0 soit suffisamment grand.

Preuve. Par un changement de base, on se raméne au cas oll € =--- =€y = € avec € > 0 assez petit. Comme E =
(0, ---,0,1)7 est le seul vecteur propre de AT, si D satisfait le critére de Kalman (2.3), on a DTE # 0 par le Lemme 2.1. Alors,
sans restreindre la généralité, on peut supposer que la derniére composante de la premiére colonne d = (di,d>, - --,dy)T de
la matrice D est non nulle. Ensuite, définissons la matrice triangulaire supérieure par

dy dy-1 - dy

d - d

p— N 2

dn

Comme dy # 0, la matrice P est inversible. De plus, on vérifie que PA = AP ; donc la nouvelle variable & =P T satisfait
le méme systéme (2.1) que la variable @, et la D-observation en @ est équivalente a la P D-observation en @. or, d’aprés un
résultat de [2], le systéme (2.1) est Dg-observable avec Dg = (0, ---,0,1)T, donc également PDg-observable. Mais PDg = d
est I'une des colonnes de D. 0O

Théoréme 2.2. Supposons que 2 satisfasse la condition géométrique du contréle. Soit A une matrice d’ordre 2 dont les valeurs propres
réelles A et u satisfasse

A>—Co, > —Co, |2 — pl < €0, (2.7)
oll co > 0 est la constante de Poincaré et €g > 0 est une constante assez petite. Alors, pour toute matrice D satisfaisant le critére de

Kdlmdn (2.3), le systéme (2.1) est D-observable pourvu que T > 0 soit suffisamment grand.

Remarque 2.3. Dans le cas particulier ot A et D sont données par (2.6), le Théoréeme 2.2 découle d'un résultat antérieur de
[1] et [19]. Nous renvoyons le lecteur a [15] pour une démonstration compléte.

On se place maintenant en dimension d’espace un :

" — Dy +€ATd =0, O<x<m, (2.8)
D(,0)=d(t, ) =0 '
avec une condition supplémentaire a I'extrémité x =0 :
DT, (t,00=0 sur[0,T]. (2.9)

Théoréme 2.3. Soit |€| > 0 assez petit. Supposons que A soit diagonalisable avec des valeurs propres réelles. Alors, pour toute matrice
D satisfaisant le critére de Kdlmdn (2.3), le systéme (2.8) est D-observable pourvu que T > 0 soit suffisamment grand.

Preuve. La preuve est basée sur une inégalité de Ingham généralisée [7]. Nous renvoyons a [15] pour les détails. O

Théoréme 2.4. Soit |€| > 0 assez petit. Supposons que A posséde N valeurs propres réelles et distinctes. Alors, pour toute matrice D
satisfaisant le critére de Kdlmdn (2.3), le systéme (2.8) est D-observable pourvu que

T > 27 (N —rank(D) + 1). (2.10)
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3. Controlabilité nulle approchée et synchronisation approchée par groupes

Soit U= D, ..., u™T et soit H=(h®, ..., AM)T, Le systéme suivant :
U'—AU+AU=0 dans £2,
U=0 sur I'p
’ 3.1
U=DH sur 7, G1)

t=0: U=Ugy, U =U;
est bien posé dans HN x V'N x LM ot H =12(22), V =H}(£2) et L=1%(0, T; L*(I")).

Définition 3.1. Le systéme (3.1) est approximativement nul contrélable au temps T > 0 si, pour toutes données initiales
(U, Uq) € (H x V)N, il existe une suite {H,} de contrdles dans £M telle que la suite {U,} de solutions correspondantes
satisfasse :

(Un, Up) — 0 dans Cj) ([T, +00); H x V') quand n — +oc.

Théoréme 3.1. Si le systéme (3.1) est approximativement nul contrélable au temps T > 0, alors on a nécessairement le critére de
Kdlmdn (2.3).

Preuve. D’aprés un résultat de [11], la contrdlabilité nulle approchée de (3.1) est équivalente a la D-observabilité de (2.1).
Par le Lemme 2.2, on a nécessairement le critére de Kalman (2.3).

Remarque 3.1. Pour des matrices rencontrées aux Théorémes 2.1 a 2.3, le critére de Kalman (2.3) est également suffisant
pour la contrélabilité nulle approchée du systéme (3.1).

Nous allons généraliser les notions de synchronisation approchée et de synchronisation approchée par 2-groupes intro-
duites dans [11] a la synchronisation approchée par p-groupes avec p > 1. Soient : 0 =mg <my <my <--- <mp = N des
entiers. Nous séparons les composantes de la variable d’état U = (uV,--., u™)T en p groupes :

(D, M) (@D ) g mer kD )y

Définition 3.2. Le probléme (3.1) est approximativement synchronisable par p-groupes (p > 1) au temps T > O si, pour toute

donnée initiale (Ug, U1) € (H x V)N, il existe une suite de contrdles {H,} € £M et des fonctions us € CIOOC([T, o0); H) N

C}OC([O, 00); V') pour 1 <s < p tels que la suite {Uy} de solutions correspondantes satisfasse la condition suivante :

(u,(1k)7 ”1(1’{)/) — (us,uj) dans CD ([T, +00); H x V') quand n — +o0
pour tout ms_1 +1<k<ms, 1 <s<p; alors (ug,---,up) est appelé I'état de la synchronisation approchée par p-groupes.

Désignons par Cs (1 <s < p) une matrice d’ordre (ms —ms_1 — 1) x (mg —ms_1) et par C la matrice de synchronisation
par p-groupes d’'ordre (N — p) x N, données par :
1 -1 G
CS — ] —] . , C — CZ

1 -1 Cp

(3.2)

Théoréme 3.2. Supposons que le systéme (3.1) soit approximativement synchronisable par p-groupes,mais non approximativement
synchronisable par (p — 1)-groupes. Alors la matrice de couplage A satisfait nécessairement la condition de compatibilité suivante :

AKer(C) € Ker(C). (3.3)

Selon un résultat de [17], cette condition est équivalente a I'existence et unicité d'une matrice A dordre (N — p) telle
que CA = AC. Notant ¥ = (v, ... ¢ N=P)HT on introduit le systéme adjoint réduit suivant :

{w”—Aw+KTW=0 dans £2, (3.4)
Y =0 sur .

Définition 3.3. Le systéme adjoint réduit (3.4) est CD-observable sur [0, T] si
D'cTo,w =0sur [0, T] x I'; implique & = 0. (3.5)
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Théoréme 3.3. Le systéme (3.1) est approximativement synchronisable par p-groupes si et seulement si son systéme adjoint réduit
(3.4) est C D-observable sur 'intervalle [0, T].

Théoréme 3.4. Si le systéme (3.1) est approximativement synchronisable par p-groupes, alors on a nécessairement le critére du type
de Kalmdn suivant :

rank(CD, CAD, ---,CAN"P~1D) =N — p, (3.6)

ol la matrice C est donnée par (3.2) et A est la seule matrice donnée par I'équation CA = AC.

Preuve. Par le Théoréme 3.3, le systeme adjoint réduit (3.4) est CD-observable. Alors, d’aprés le Lemme 2.2, les matrices
A, CD doivent satisfaire le critére de Kdlman (2.3) dans lequel on remplace N, A et D par N — p, A et CD, respectivement.
Puis, en utilisant la relation CA = AC, on obtient (3.6). O

Remarque 3.2. Si la matrice réduite A est du type de celles rencontrées aux Théorémes 2.1 a 2.3, le critére du type de
Kalman (3.6) est également suffisant pour la synchronisation approchée par p-groupes du systéme (3.1).
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