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ABSTRACT

A new relation is established between the decomposition theorem and a version of
the local purity theorem of Deligne and Gabber adapted to complex algebraic varieties.
A reduction to the case of a fibred morphism by relative normal crossing divisors on the
strata of a stratification is established.

© 2014 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit f : X — V un morphisme projectif de variétés algébriques complexes, £ une variation de structures de Hodge (VSH)
polarisée sur un ouvert £2 lisse de X, j: 2 — X, £ := £[m] vu comme un complexe de faisceaux égal 3 £ en degré —m ot
m est la dimension de X et nul en tout autre degré. L'extension intermédiaire de £ [1, prop. 2.1.11, p. 60, 2.2.7, p. 69] est
notée ji. L.

Le théoréme de décomposition dans [1] établit, dans le cas géométrique, un isomorphisme dans la catégorie dérivée
D?(V, @) du complexe image directe :

Rfcjisl = @PH (RFcjis O[]
i€Z
en une somme directe de ses cohomologies perverses. Par ailleurs, chaque terme a droite se décompose naturellement cette

fois en une somme directe d’extensions intermédiaires [1, théorémes 4.3.1, p. 112, 5.4.10, p. 144, 6.2.5, p. 163, 6.2.10, p. 165].
Ce théoréme a été établi d’abord pour les schémas X de type fini sur un corps algébriquement clos k de caractéristique
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p > 0, pour des faisceaux purs dans la sous-catégorie abélienne des faisceaux pervers de la catégorie DIC’(X , Q) dérivée des
Q-faisceaux constructibles pour [ # p [1].

Les énoncés se transposent en caractéristique O selon le dictionnaire établi par Deligne [4, sections 3 et 9]; ce qui est fait
dans [1, (6.2)], ot I'on découvre une technique qui permet de déduire des résultats comportant des énoncés géométriques
en caractéristique 0 a partir du cas correspondant en caractéristique p > 0. L’ énoncé correspond aussi a un théoréme de
décomposition pour une VSH polarisée, qui se démontre a I'aide de la théorie de Hodge des D-modules différentiels [8].
C'est ce résultat que 'on cherche a obtenir par une démonstration directe évitant I'imposant développement de la notion
de module de Hodge qui, bien qu’intéressant en soi, revient au final a une VSH polarisée.

Soit  : X — X une désingularisation, la démonstration pour f se déduit facilement de celles pour 7 et f o7, ce qui
nous ramene au cas ou X est lisse. En fait, un résultat essentiel permet de se ramener au cas oit f:X — V est une
fibration en DCN sur les strates, au sens donné plus bas (définition 2.1). Ainsi, on peut utiliser les résultats de [6] assurant
la compatibilité de la filtration perverse avec la SHM sur la cohomologie d'une extension intermédiaire sur ouvert £2 qui est a la
fois complémentaire d'un diviseur a croisements normaux (DCN) dans X et inverse par f d'un ouvert sur V, ce qui explique
la relative simplicité de la nouvelle démonstration. Les deux notions de base sont les suivantes :

1) la construction d’une structure de Hodge mixte (SHM) sur la cohomologie du complémentaire d'un diviseur DCN dans X,
établie a I'aide d'un complexe logarithmique (e.g., [6], [2, 8.3.3, théoreme 8.3.14]);

2) la notion de filtration perverse Pt sur I'image directe K := Rf,ji.£L [1, prop. 1.3.3, p. 29], construite dans la catégorie
dérivée D’C’(V, Q) des faisceaux a cohomologie constructible.

Complexes logarithmiques On va énoncer le théoréme de pureté locale (ou semi-pureté) en un point v de la base V, ou au
voisinage de la fibre X, := f~1(v). On se raméne a considérer une VSH polarisée £ sur I'ouvert £2 := X — Y complémentaire
d'un diviseur a croisements normaux Y dans une variété complexe lisse X. Soient Z et T deux DCN dans X tel que ZUY
soit aussi un sous-DCN de T et soit jz: X —Z — X.

(*) 1l existe un complexe bifiltré (IC(X, £)(xZ), W, F), construit comme sous-complexe du complexe logarithmique (23 (LogT) ®
Lyx, W, F), et quasi isomorphe a Rjz.j% j1« L [6, définition 2.3], [2, section 8.3.3, théoremes 8.3.14, 8.3.25, cor. 8.3.36]. C'est un
complexe de Hodge mixte (CHM) si X est kdhlérienne ou projective, indépendant de T.

Nous utiliserons dans cette note des complexes logarithmiques a coefficients déduits d’'un tel complexe, soit : i’Z Jl,
it ji«£ par dualité, et finalement i%Rjz4j% ji« L. Ce sont des CHM dans le cas d’une fibre Z d’'un morphisme projectif, ne
dépendant que du voisinage de Z dans X.

Si H est un hyperplan qui rencontre T transversalement tel que T’ := T U H soit un DCN, I'isomorphisme de Thom-Gysin
peut étre réalisé comme un morphisme d’'un complexe bifiltré logarithmique sur X le long de T’ avec un complexe bifiltré
logarithmique sur H le long de T N H; de méme pour le sous-complexe bifiltré (IC(X, £)(xZ), W, F) logarithmique le long
de Z ci-dessus et d'un complexe (IC(H, £)(x(Z N H)), W, F) logarithmique le long de Z N H.

(**) On référe a ces complexes en tant que complexes logarithmiques bifiltreés.

Voisinage tubulaire Soit f : X — V un morphisme projectif dans une variété algébrique V. Si Z:= f~'W est I'image réci-
proque d’une sous-variété W de V, la filtration perverse Pt définie sur K := Rf\R(jz)«j%ji.£ détermine pour tout entier
k € Z une filtration perverse Pt sur la cohomologie H¥(X — Z, ji,.£) compatible avec la SHM [6].

Dans le cas local, on considére une boule B, de centre v dans V. Soient X, := f~'(v) et Xp, = f~1(By) les images
inverses dans X, X;;V = Xp, — Xv, jx, : X— Xy — X et iy, : Xy = X et on suppose de plus X, et X, UY des DCN dans X.
Alors, I'énoncé est le suivant [6, théoreme 3.3] :

Proposition 1. L’hypercohomologie de i’)‘(V ijv*j’;(V (jixL) est égale a ]HIr(X*BfV, Jji1+L) pour toute boule B, de rayon assez petit, sur
laquelle le complexe logarithmique bifiltré IC(Xp,, £)(xXy) [6, définition 2.7] définit une SHM compatible avec la filtration perverse.

L'interprétation de la pureté locale [5] se traduit alors par I’énoncé principal suivant, qui sera déduit en un point v a
partir de la décomposition en dehors de ce point. On peut supposer le point dans la strate de dimension zéro. On se réduit
a ce cas en un point v d’une strate S; en raisonnant sur une section normale a S; en v.

Théoréme 1.1. Avec les notations de la proposition, soit a le poids de la VSH polarisée décalée £ := L£[m]. Si la restriction de Rf ji L
a une boule épointée B}, :== B, — {v} de rayon assez petit satisfait le théoréme de décomposition, alors la SHM sur I'hypercohomologie
de i*xv Rij*j*xv (jiL) égale a celle de X;V induit sur les espaces ci-dessous des SHM de poids w satisfaisant les inégalités suivantes :

i) w>a+r surprgHr(X*v, L),
(ii) dualement, w <a+r sur HV(XEV, JiL)/P tSrHr(X§V, L.
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Ce sont des conditions dites de pureté locale au point v de V ou de semi-pureté sur X en X,. Notre but est d’établir
ces conditions sur les poids de la SHM induite sur le gradué par rapport a Pt. Les SHM sont toutes réalisées ici comme
sous-quotient de SHM définie en haut sur des ouverts de X lisse. Les principaux arguments de la preuve sont les suivants :

1) I'hypothése de décomposition en dehors du point v, donne des isomorphismes :

T(Rf*j!*[')) (1)

qui traduisent la dégénérescence de la suite spectrale de Leray perverse en dehors de v, ce qui permet d’exploiter les
résultats d’Artin de type Lefschetz en bas sur V [1, theorem 4.1.1];

2) l'utilisation de la polarisation de la cohomologie d’intersection |7, theorem 6.4.2 ii, p. 400] simplifie considérablement
le cas crucial dans [5].

p

GriTH' (X}, ji£) =~ H 7 (B%, PH'(Rfy ji.L)) = H' (B}, G}

Le théoréme 1.1 est le pas d’induction d'une récurrence simultanée sur la dimension des strates et la dimension de X a
'aide d’une réduction a une section hyperplane générale sur X, qui donnera une preuve du théoréme de décomposition.

La récurrence débute par le résultat de Deligne sur I'ouvert U de la grande strate lisse de V sur lequel la restriction de f
est lisse et propre [3]. Nous assumons par récurrence la décomposition sur le complémentaire de la réunion des strates d'une
dimension | et nous en déduisons un théoréme de pureté locale en un point d'une strate adjacente de dimension </, ce qui
permet de prolonger la décomposition aux strates adjacentes. Dans une note ultérieure, nous déduisons la décomposition au
point v a partir de la pureté locale en v et, par conséquent, les deux résultats démontrent le théoréme de décomposition.

2. Réduction a une fibration topologique par DCN sur les strates et preuve du théoréme

Le morphisme f : X — V sera toujours dans cette note une fibration par des DCN sur les strates au sens suivant :

Définition 2.1 (Fibration topologique par DCN sur les strates). i) Un morphisme f : X — V est une fibration topologique par
DCN sur les strates d’une stratification S = (S¢) de Thom-Whitney de V si X est lisse et si les espaces V| = Jgim s, <i Se
satisfont les propriétés suivantes :

1) I'espace X est lisse, et les sous-espaces Xy, := f~1(V;) sont vides ou des sous-DCN emboités dans X ;

2) la restriction de f a Xs:= f~1(S) au-dessus de chaque strate S de S est une fibration topologique : fi:Xs—S;

3) pour tout point v € V; — V;_1, donc lisse dans V;, soit NV, une section normale en v & V; en position générale, alors
F1(N,) est lisse dans X et intersecte le diviseur a croisements normaux Xy, transversalement.

ii) La fibration est adaptée a un sous-espace Y dans X, ou a un systéme local £ défini sur le complémentaire de Y
dans X, si, de plus, Y est un DCN et, pour tout 1 <i <n, la réunion des sous-espaces Xy, UY sont des DCN relatifs sur les
strates de V.

On déduit des deux assertions 2) et 3) de i) que Xy, N f~TWy) = f~1(v) est un DCN dans f~'(N,). Nous dirons,
pour simplifier, que Xy,_y, , := f~1(V; — Vi_1) est un DCN relatif (éventuellement vide), ou que le morphisme f (resp. la
stratification S) est admissible.

Il existe une stratification de Thom-Whitney sous-jacente aux données de la fibration telle que les opérations cohomo-
logiques classiques sur £ induisent des systémes locaux sur les strates.

Réduction au cas d'une strate de dimension zéro. C'est la notion de DCN relatif qui permet de ramener I'étude du probléme en
un point v d’une strate quelconque S au cas d’un point v d’une strate de dimension zéro dans la section transversale N, a
Senv.

Proposition 2. Soient f : X — V un morphisme projectif et Y un sous-espace analytique fermé strict contenant les singularités de X,

alors il existe un diagramme X Zx £> V ot X' est une variété non singuliére, 7’ et f' := f o 7w’ sont des fibrations par DCN sur les
strates, adaptées a Y’ := '~ 1(Y).

De plus, " est une modification de X : il existe un ouvert 2 C f(X) C V dense dans l'image de f, tel que ' induise un iso-
morphisme de f~1(2) — (f~Y(2)NY) ~ f~1(2) = (f~1(2)NY), et que f'~1(2) N'Y' soit un DCN relatif (dit horizontal,
éventuellement vide).

Preuve du théoréme 1.1. Par hypothése, on suppose la décomposition au-dessus de V — v satisfaite, ce qui se traduit par
I'isomorphisme : Grf’Hr(XEV,j!*E) ~H I (BE, PH (Rfj1eL)).

En supposant X, un DCN, on sait construire une SHM sur le terme de gauche. Pour la commodité de I'argumentation, on
raisonne sur le terme de droite, puis on interpréte le résultat a gauche, autrement dit, par abus de notation on transporte
la SHM sur le terme de droite (on ne sait pas encore que cette structure est canonique ; ce sera un résultat ultérieur). Alors
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on peut exploiter le théoréme d’annulation d’Artin a coefficients dans un faisceau pervers du type section hyperplane de

Lefschetz [1, theorem 4.1.1] sur un ouvert de Stein (resp. ouvert affine) de V. Dans la suite, pour simplifier les notations,

nous posons K = Rf, ji,.L; alors il faut prouver que le poids w de cette SHM satisfait les inégalités :
w>a+i+jsurHU (B}, PH(K))sij>0, et w<a+i+ jsurH/(B}, PHI(K))sij<—1 (2)

Les deux cas cités sont duaux. La preuve, locale en v et similaire a [5] pour j > 0, s’obtient par une récurrence simple sur la
dimension appliquée a une section hyperplane générale de V, I'application du théoréme d’Artin-Lefschetz |1, theorem 4.1.1]
et le morphisme de Gysin.

La preuve que w > a + i pour j = 0 est locale en v et aussi similaire a [5].

Le cas crucial sur V projective : ona w <a+1isi j=—1. La preuve dans [5] n'est pas complétement locale au point v,
elle utilise la théorie des cycles proches et s'adapte au cas transcendant. Nous allons donner une preuve plus simple, qui
utilise la structure globale sur X et qui différe par I'utilisation de la polarisation de la cohomologie d’intersection [7, 6.4.2 ii,
p. 400].

Ayant admis le théoréme 1.1 dans le cas facile pour j > 0 et par dualité pour j < —1, et aussi la preuve facile que
w>a+i pour j=0 et par dualitt w <a+1i pour j= —1, il reste & établir plus précisément : w < a + i pour j = —1 (cas
crucial) c’est-a-dire pour tout i € Z :

GriV GrliTHIT (X5, jiel) = Gri 1 (BE, PHI(K)) =0

La preuve se fait en plusieurs étapes et utilise I'idée que la cohomologie de B, — v s’inscrit dans deux suites exactes
issues des triangles :

i3 Rk} jis £ — 15 j1e £ — 15 Ry K j1 £ —> Rk’ng*ﬁ — 15 ju L — iy Rkyk ju A

ce qui permet de réaliser la cohomologie de Xj = Xp, — X, a l'aide de I'un des deux cones mixtes des morphismes :
RIx, (X, jul) = RT (Xy, jiL), RI(X*, j1uL) 3 "RI(X*, jiL) ot X* =X — Xy.
On peut comparer les deux a I'aide du cone mixte du morphisme suivant :

RI(X*, juLl) ® RIx, (X, jul) = RI(X, jiL).
L'idée est d'introduire d’abord les deux morphismes suivants dx et ax et d’en déduire des morphismes injectifs sur des

espaces gradués convenables.

Lemme 2.2. Le morphisme de connexion suivant est injectif :

. ) .
Grat Gy TH 1 (X5 juL) = Grit Gry THL(X*, jiL).
Puis on considére la suite exacte longue : H'~'(Xy, ji.£) — HL(X*, ji L) X H" (X, jiL).

Lemme 2.3. Le morphisme suivant induit par ax est injectif :

Grag HE(X®, i) =5 Grff H (X, juul) > HT (X, j1uL).

Pour démontrer Grc‘,’irGrfTHrq(X’gv,j!*E) =0, une difficulté provient du fait que dx intervient modulo Grff alors que
I'on est sans hypothése sur la filtration Pt en v pour utiliser ax sur le gradué de Pt (avec abus, le méme symbole dx
désigne I'action sur le groupe gradué modulo Pt ou non). En fait, on considére plutdt le morphisme composé y := ax o dx
suivant :

GriV 1 (X5, iel) 23 Grl HL(X®, junl) 25 Gri% HI (X, jrl), ¥ i=ax o dx

et on démontre que toute classe il € Gr,‘l’irGrpTHrq(X* , j1+£) peut se relever en un élément u € Prsrcrﬂ,Hf—l(xgv, Jikl),

de telle facon que son image y (u) soit nulle dans Gra_HHr(X, Jil) >~ H (X, ji.L£). De la relation ax(dx(u)) =0, on déduit
par le lemme 2.3 que dx(u) =0, puis dx(u) =cl(dx(u)) =0 et, finalement, par le lemme 2.2, ona : u=0.

Lemme 2.4 (Lemme principal). Soit y := ax o dx. Toute classe :
e GrPTGr;"fHHr Y(X5,. JnL)

est représentée par un élément u € prgrcré"j_rHr” (X;V, jiL) d’image y (u) nulle dans H' (X, ji, L).

Corollaire 2.5. Gr, " Gry, H'~ (X} . ji.L) =0
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L'idée est de choisir u tel que I'élément y (u) soit primitif, afin d’utiliser la polarisation sur H' (X, ji.£) [7, theorem 6.4.2 ii]
pour déduire que y (u) est nul.

La preuve se subdivise en plusieurs étapes.

Soit H une section hyperplane générale de X transverse a toutes les strates de Y. On pose Hy := X, NH, By, := HNX3,,
et on considére les immersions j': (H—HNY) — H, k' : (f(H) — {v}) — f(H), la restriction j.£y de ji.£ a H muni d'un
isomorphisme canonique p : ji. Ly S jiwLin car H est transversale aux strates.

Lemme 2.6. Soient jy : (X — H) — X et (Lix—my)1 := (ju)1j} j1+ L, alors on peut représenter il par un élément u € P‘L'SrGr,‘JA_/HIH[r*1
(XB, — Xv. jixL) égal a I'image d’un élément

ule pTSrGTXK_rHr_l (XBV — Xy, (E(X—H))!)-

La preuve utilise le fait que le terme Gﬂ,Crf’Hr‘l(BHV — Hy, ji.£) s'annule par hypothése de récurrence sur la pureté

sur H.

Preuve du lemme principal. 1) L’élément y (u) est primitif. En effet, I'élément u € G(‘ﬁr”terr‘l(XBv — Xy, jiL£) défini
comme image de u! € Gé,"_/H" tfrHr‘l(XBV — Xv, (L(x—m))1) est 'élément annoncé dans le lemme, puisque sa classe est u et,
de plus, sa restriction p(y(u)) € G(‘I’LHT(H, jwl)=H"(H, j.L) & H s’annule, et par conséquent y (u) € H' (X, ji..£) est un
élément primitif.

2) y(u) est nul. Les morphismes : '~ 1(Xp, — Xy, j1x£) % HL(X — Xy, i) S H (X, jiL) et H 1 (Xp, — Xy, jiuL) 2
H&v (X, jix L) A H" (X, ji,£) forment un diagramme commutatif : xo0dx = Aod, ce qui réalise y (u) = axo0dx(u) = Aod(u),

comme l'image d’'un élément d(u) € GrﬂTH&v (X, ji+L£), et on considére le morphisme composé [ = A*o A :

12 G Y, (X, i) > Gri¥ B (X, jul) > Grll B (X, )
etsondual [=A*0 A :
1 Grl H (X, jul) = Gril (X, jul) 2> Gri¥ H™ (X, julD).

Soit n le cup-produit avec la classe d’'une section hyperplane de X, alors la polarisation Q sur la partie primitive de
H"(X, ji£) est définie, a I'aide du produit de dualité de Poincaré P et de I'opérateur C de Weil, par la formule : Q (v,b) :=
P(Cv,n"(b)). On a aussi le produit non dégénéré défini par dualité :

Py : Gyt HY (X, jiul) ® Gry! JH™"(Xy, juL) > C.

La dualité entre A et A* est définie, pour tout b € Gr“ﬁrH&V (X, jiu L) et tout c € Gr“;‘irH‘r(X,j!*L), par la formule :
P(Ab,c) =Py (b, A*c).

A l'élément u € ptf,rGr(‘{‘irH*r”(XBV — Xy, jitL) correspond une image par le morphisme de connexion du :=1u’ €
Gr“l"ir]l-]l)’(: (X, jiLL) tel que y(u) = A(u’). Soit C I'opérateur de Weil défini par la SH sur Gr(‘l"frH;V’ (X, jisL); alors :

P(C.Au',n"Au’) =P, (Cu', A* o A(n"u')) = P(C.u/, n"I(u')).

Or I(u)=A*oAodu)=A*oaxodx(u) =0 car A*oax =0; on en déduit P(C.Au’,n"Au’) =0, donc Au’ =0 par
polarisation, ce qui termine la preuve. O
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