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ABSTRACT

We describe a second order in space nonlinear technique which suppresses oscillations
appearing in the discretization of diffusion operators.
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Abridged English version

It is well known that classical linear methods discretizing diffusion operators do not always satisfy maximum principle
for distorted meshes or high anisotropy ratio. A few years ago, a nonlinear finite volume scheme was proposed to discretize
the diffusion operators [4,6,10]. For that scheme, we obtained a discrete maximum principle for distorted meshes or highly
anisotropic diffusion tensors. In the present work, we propose a nonlinear correction that gives nonoscillating solutions and
which is in practice second order in space.

We consider problem (1) and a cell-centered finite volume scheme described in (2). Here, M and £ are the meshes and
the faces of the grid. We denote by |K| the volume of a mesh and by Fk » a consistent approximation of fg DVu.ng sdo.
For ;4 > 0 and n > 0, we propose the nonlinear correction described in (5).

The scheme consists in mixing the two methods developed in [9] and [11]. In Proposition 4.1, we show that the new
scheme is coercive. In Proposition 4.2, we explain why there exists at least one solution to the system (5). In Proposition 4.3,
we show that the new scheme satisfies the LMP structure (Definition 1.3 in [4]).

In Proposition 4.4, we show, in the one-dimensional case, with a traditional discretization of the diffusion operator, why
the nonlinear correction is second order in space with regular functions. The numerical results are presented in the final
section. We consider the analytical problem (7) and use the finite volume scheme in [10]. We first show the L? error
with respect to the analytical solution, the order in space, the minimum values and the percentage of negative values as a
function of the discretization step h (Scheme 1). Then we present the results obtained with the modified scheme (Scheme 2
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and Scheme 3). Finally, we compare with the nonlinear correction developed in [11] (Scheme 4). We observe that Scheme 2
and Scheme 3 are second order in space and are even more accurate than the original scheme. We check that there are
nonoscillating. On these numerical tests, Scheme 4 remains first order in space and nonoscillating. Note that it is easy to
generalize this new correction to hybrid schemes [5] in the spirit of [12] or to DDFV schemes [3].

1. Introduction

Nous nous intéressons a la discrétisation d'une équation elliptique. Il est bien connu que les schémas classiques dis-
crétisant des opérateurs de diffusion ne satisfont pas toujours le principe du maximum pour des mailles trés déformées
ou des rapports d’anisotropie trés élevés [8]. Nous proposons une nouvelle correction non linéaire qui donne des solutions
non oscillantes pour des schémas volumes finis centrés sur les mailles. Elle se généralise aux schémas hybrides [5] ou aux
schémas DDFV [3] en suivant la méthode décrite dans [12]. En pratique, elle est d’ordre 2 et s’avére donc trés précise com-
parée a celles développées dans [11]. Rappelons que cette derniére a été analysée dans [2] sur I'’équation de la chaleur en
dimension 1.

2. Présentation

Nous considérons un domaine polygonal 2 de RN. Nous intéressons au probléme elliptique suivant :

1
u=20 sur 082 (1

{ —divDVu = f sur 2
avec u la solution du probléme, B(x) une matrice (N, N) symétrique définie positive continue pour x € £2, f € L?(£2) le
second membre.

3. Correction non linéaire

Nous considérons un maillage de §2 caractérisé par I'ensemble de ses mailles M, de ses faces £ (arétes en 2 dimensions)
et de ses points P, notés (xg)xem et (Xg)ocs. Nous notons :

e |K| le volume de la maille K € M, hg son diamétre et haq = supgecaq hk,

o Eext I'ensemble des faces appartenant a 942,

e VK € M, ug la solution calculée sur la maille K et fx = f"”f{‘m,
o Vo € Eext, Uy la solution calculée sur la face o,

H ., 'ensemble des fonctions constantes par mailles,

reg M, la régularité du maillage définie dans [1].

Nous nous donnons un schéma .Ag(u), linéaire, centré sur les mailles avec un stencil noté V(K) constitué de
mailles voisines de K et éventuellement de faces situées sur le bord de 2. On suppose alors que Ag(u) vérifie :
Ag (1) =22ev<1<) azx(uz —ug), az g étant des réels. Notons que le nombre d’éléments des V(K)kxeaq est borné in-
dépendamment du maillage. Le schéma Ak (u) vérifie :

{VK eM, —Axw)=[K]|fk )
Vo € Eext, Ug =0

Nous supposons aussi que le schéma est symétrique et vérifie les hypothéses de coercivité et de consistance décrites dans
les paragraphes 2.2.2 et 2.2.3 dans [1].

Pour chaque maille K et pour chaque maille ou face Z (Z € V(K)), nous supposons qu'il existe deux ensembles consti-
tués de mailles ou de faces notés V'(K, Z) et (V'(Z,K) si Z € V(K) N M) et des réels positifs notés (Cx 1, L € V/(K, Z)) et
(Crz, LeV'(Z,K) si Ze V(K)Nn M) tels que, si u est affine et ug = u(xg) (pour toute maille K) et uy = u(x,) (pour tout
0 €&ext):

(ug —uz)=- Z Ci,1(ug —ur) =—hg z(u)
LeV/(K,Z)
etsiZeVEK)NM :

(uz —ug)=-— Z Crzuz —up)=—hz kW)
LeV/(Z,K)
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Nous notons ykz = ZLE\,,(KA’Z) Ck.1- En suivant les notations de [9], nous définissons le gradient de la fonction u sur
chaque maille K € M. Nous obtenons :

1
=— Z brx(ug —ur)

8k K]
Kl Levi

myg et byx étant un volume et des vecteurs tels que gk soit exact lorsque u est affine et ug = u(xyg). Pour Z € V(K) N M,

Xk —x7)|87.(Xk —Xx7)|+|8K - (XK —X, (XK —X . .
nous notons v,z = SK-(k=Xz \'ﬁifxﬁ_x§)||+'|§§(x§_x§§|‘gz XK=X2) i |gk.(xk — Xz)| + |g€z.(xk — Xz)| # 0 et vk z =0 sinon.
Vi, z|ug—uz|+|vg z|(ugk —uz)

Pour Z € V(K) N Eext, nous définissons vk, z = gk.(xxk — xz). Par ailleurs, nous notons tg z(u) = iUz IV 7]
si lug —uz| + |vk,z| #0 et tx,z =0 sinon. En outre, nous définissons ugzymax = ug + (Maxpey/(k,z)(Ur — uk),0) et
Uk zymin = Uk + (MinLeyr(x,z) (UL — Uk), 0).

Dans I'esprit de la formule (59) dans [9], nous définissons YK € M et VZ € V(K) N M, Ok z(u) satisfaisant :

(ug —uz)—min{ykz Uk zymax —UK).tx,z W, Uk —Uz,Yzk Uz = 7pymin)} .
(k=) Slug > Uz
] u) = { (ux—uz)—max{ykz U ,min—UK).tk,z (W), Uk —Uz,yzK Uz —UzKymax)} . 3
K.z(W) tegmin IO Z siug <z 3)
0 Siug =uy
Si Z € V(K) N Eext, Ok, z(u) devient :
(ug —uz)—min{ygz (U g zymax —ug),tx z (W), (ug —uz)} .
((ux)—uz) siug >uz
® — ] (ug—uz)—max{ygz(u in—uK),tk,z (W), (ug—uz)} .
Ok, z (1) ((I;ilf‘;‘z) siug <uz )
0 siug =uy

La formule (59) de [9] a été modifiée avec l'introduction des termes tx z(u), qui permettent en pratique d’accélérer les
algorithmes de point fixe dans les applications numériques.

Soit w > 0. Nous notons finalement : VK € M, VZ € V (K), élgz(u) =uw(K|+|Z]) + Ok z(u), avec la convention |Z| =0
siZe gexb

Nous proposons de modifier le schéma précédent de la maniére suivante :

VKeM, —AxW)+ zcv k) Br,z(W)Ox, z(w)(ug —uz) = —Ax (W) + R W) = K| fx 5)
0 €&ext, Us=0
ot Bk.z(u), qui dépend d’un réel n > 0, vérifie les égalités de la section 4.1 dans [1] :
[Ax (W)] [Az W)
Bx.z(u) =
dvevao Uy —ukl  Dyey(z luy —uzl
+nmin(|1<|+|2|, ] T 2l ) (6)
ZYeV(K) luy —ugl ZYEV(Z) luy —uz]

avec la convention Az (u) =0 si Z € Eext.
4. Propriétés de I'algorithme
Proposition 4.1. Le schéma modifié est coercif.

Nous vérifions immédiatement que VK € M, VZ € V(K) N M, (:)Z,K = Ok 7 et ("N)Z,K > 0. Comme VK € M,
VZ e V(K)NM, Bk z(u) =Bz k(u) et Bx z(u) >0, nous déduisons que ) x4 ZZEV(K) Bk.z(W)Oz k(ug —uz) > 0. Nous
concluons avec I'hypothése de coercivité du schéma initial. O
Proposition 4.2. Avec des maillages admissibles définis dans [1], il existe au moins une solution au systéme (5).

VK €e M, VZ € V(K) N M, nous remarquons que

|Bk.z WOk, z W) (ug —uz)| < |Br,zW||(uk —uz)| + p|Bx.z|(IK| +|Z)|(ux —uz)|.

Or, les termes |Bk,z(u)| étant bornés comme montré dans [1], nous déduisons la continuité de Ry (u) de Hrq dans Hag.
En utilisant la proposition 4.1, et en appliquant la proposition 6 dans [1], nous déduisons l'existence d'une solution au
systéme (5). O

Proposition 4.3. Le schéma modifié satisfait le principe du maximum local (LMP : définition 1.3 dans [4]).
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Vérifions que le schéma corrigé a une structure LMP. En reprenant les calculs décrits dans [11], nous écrivons :
1

Ax (u) = Ax@lug —uzl= Y Agsgn(ug —uz)Agu)(ug —uz).

ZeV(K) 2Levir UL — k| ZeV(K)
Nous déduisons que le schéma corrigé s’écrit : Sk (u) = Zz€v<1<) T, z(W)(ug —uz) =|K|fx avec
T,z (u) = Ak sgn(ug — uz) Ak () + B,z W) Ok z() + u(Bi.z (IK| + 121)).
Remarquons que VK e M et Ze V(K)N M,
1) si (ux —uz) >0, Ok z(u) vérifie : Ok z(W)(ug —uz) = (Ug —uz) — Sz, max (UK zymx — Uk) avec

min{ykz Uk zymax — ug), tg,z(W), ug — Uz, yzK Uz — Uz min)}

(ugg zymax — ug)

SZ,K,max = qui satisfait 0 < sz x max < YKz,

2) si (ug —uz) <0, Ok z(u) vérifie : Ok z(W)(ug —uz) = (Ug —uz) — Sz, min(U{gzjmn — Ug) aVec

max{ykz U zmin — Uk), tx,z(W), Uk — Uz, YzK (Uz — UfzK)max)}

(U{Kz}min — UK)

S7,K,min = qui satisfait 0 < sz x min < Yk z-

Ces remarques restent vraies si Z € V(K) N Eext.
Nous déduisons donc que : VK € M, Z € V(K), Tk, z(u) vérifie :

),z (W) (ug —uz) = (Ag sgn(ug — uz)Ag W) + Bi,z (W) { Uk — uz) +sz.x « Uk — ukzy) } + (B, z(IK| +121))

avec * = max ou min en fonction du signe de (ugx — uz). Nous obtenons finalement :

k.2 (W) (U —uz) =T (W)UK —uz) + 75 7 (W) (uk — ufy 7)) + 1 (Br.z (1K1 +121))

avec r,}’z(u) = Agsgn(ug —uz)Ax )+ Bk, z(u) et r,%’z(u) = Bk.z(W)Sz k «. D'aprés la définition de B z(u), nous vérifions
que z',} z(u) > 0. Par ailleurs, comme sz g « > 0, alors 1:,% 2(u) > 0. Les inégalités strictes (3) de la définition (1.3) dans [4]
sont également vraies, car . >0et n>0. O

Nous nous intéressons ici a la discrétisation classique centrée du laplacien en dimension 1, avec une taille de maille
constante Ax. Nous obtenons A;(u) = (u’*l_i% Il est bien sir inutile de corriger ce schéma pour supprimer les
oscillations. A la maniére de [7], I'objectif est ici d’estimer si la correction non linéaire change la précision du schéma initial
avec des fonctions trés réguliéres. Nous supprimons ici tous les termes tx z(u) dans la définition de @k z(u), qui ont été
ajoutés pour améliorer les temps de calculs dans les applications numériques.

Proposition 4.4. En dimension 1, pour un maillage a pas constant, avec la discrétisation centrée du laplacien, la correction non linéaire
appliquée a des fonctions réguliéres a dérivées non nulles est d’ordre 2.

Pour un maillage a pas constant, les points x; sont les milieux des mailles (qui sont des segments en dimension 1). Soit
u une fonction réguliére a dérivées non nulles. Nous notons uj = u(x;), u} =u'(x;) et u;f =u"(x}). La correction non linéaire
Rj(u) s'écrit :

Rijw)  Bjj+1 ~ Bjj-1 ~

Ax — Ax O j+1Wuj —ujy) + T@j,j—l(u)(uj —Uuj_1).

Pour chaque nceud j, nous choisissons hj ji1(u) =uj—uj_q et hjyq j(u) =ujyq —ujo. Nous obtenons yjji1 = yjy1j = 1.
Posons ¢ (r1,r2) =min(ry,12,1) si r; >0 et r; > 0 et ¢(rq,r2) =0 sinon. Pour (uj —uj4q) >0, nous écrivons :

min{(U{jj+1}max — Uj),u]' —Ujy1, (uj+1 — U{H_U}min)} _ (Llj_1 —Uuj Ujp1 — u]'+2>
(uj—uj1) Uj—Ujp1 Uj—Ujq

De méme, pour (uj —uj1) <0, nous obtenons :

Max{ (U qymin — Uj), Uj — Ujpr, (Ujp1 — Ugjpjme)} (uH —Uj Ujg1— Uj+2>
(uj—ujt1) )

La correction R j(u) devient alors :

Uj—ujpr  Uj—Ujp
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Rj(u) Bj.j—1
Ax Ax

_ Bij+1 Uj—1—Uj Uj1 — Ujt2
Ty = 1-¢ , (uj —ujt1)
Ax Uj—Ujpp  Uj—Ujq

Bj.j—1 Uj1—Ujp Ujp1 —Uj
+ (1o = ) ).
X Uj—uj— Uj—uj—

Bjj+1 _ Bjj-1
Ax Ax

=T1+T, avecT;= (M2Ax(uj—uj_q)) et

B+
I (n2ax(uy —uje) +

L'expression T3 =

[Ajr1 )|+ 0(Ax) B [Aj—1(W)|+ 0(AX)
AX(Jujyr — Ujpal + ujpr —uj)  Ax(Jujog —uj|+ [ujoq —uj_a])’

T3 =

Nous obtenons donc :

[ Ajr1 W)]+0(AX) |Aj_1(W)]+0(AX)
- 2 W | Ax = 2w [ Ax 0(Ax?)
45y |lu 4 1AX2 + 0(AX®)
. . . |AJ+1(u) \A, 1(u) P _
Avec la régularité de u, nous écrivons |u = |u 41| + 0(Ax). Nous déduisons que T3 = O(1). Or
T1 = uTs3u) Ax? +(’3’ Sy ﬁ“ ELEL) 0 (AX3). Comme ﬁJAJ;” = O(E) et % = 0(<;), nous déduisons que Ty = 0 (Ax?). Pour
évaluer T,, nous reprenons alors les calculs décrits dans [7] (Proposition 2.1). Nous obtenons Zj’_lu_:: =1- ,‘j +0(AX?) et
% =1——~L +0(Ax?). Avec les mémes types de calculs, nous obtenons également : % X“J +0(Ax%)
]

et L'“_liujuf 1 + f + 0(Ax?). En notant ¢1(1,1), la valeur de la dérivée a gauche si u]u > 0 ou a droite (si u]u <0)de

la fonction ¢ (x, 1) et ¢5(1,1) la valeur de la dérivée a gauche si u] u] < 0 ou a droite (si u]u < 0) de la fonction ¢(1, x),
I'expression T, devient :

Bj.j+1
AX

Comme T3 = 0(1), nous obtenons T = 0 (Ax?), ce qui nous permet de conclure. O

Ty = (611, DAXY] — ¢5(1, AU + 0(AX%)) — ﬁ“ ](¢1(1 DAXU] — ¢5(1, DAXY] + 0(AX%)).

Remarque 1. Cette proposition reste vraie si on prend en compte les tx, z(u).

Remarque 2. Il sera intéressant d’utiliser la technique développée dans [2] pour des équations instationnaires afin de confir-
mer théoriquement I'ordre 2 de la méthode.

Hypothése 1. Nous supposons que supyc aq|Ax (U)| Ihl_é(l tend vers zéro lorsque h a4 tend vers zéro.

Proposition 4.5. Avec I'hypotheése 1 et des maillages M admissibles définis dans [1] tels que reg M est bornée, les solutions du systéme
(5) convergent vers la solution de (1) lorsque h o4 tend vers zéro.

Comme 0 < Ok z(u) <1, nous obtenons I'inégalité :

|Bk.z(W)Ok z(w)(ug — uz)| < Br.zWlug —uzl(1+ n(K|+1Z1))
<{|Ak@)| +|Az@]|+nIK|+1Z[}(1 + (K| +121)).
Avec I'hypothése 1 et en calquant la preuve de la proposition 8 de [1], on déduit alors que :

Z diam(K) Z ﬂ,(,z(u)@K,z(u)wK — uy| tend vers zéro lorsque h 4 tend vers zéro.

KeM ZeV(K)
On peut alors appliquer la proposition 7 de [1] et déduire que les solutions du systéme (1) tendent vers la solution de
(1). o
5. Résultats numériques

Nous cherchons a retrouver numériquement la solution du probléme suivant :

—div(DVu) = f sur £2 = 10, 0.5[ x 10, 0.5[ 5__ 1 ( y? +ex? —(l—e)xy> 7)

avecD = ———
u =sin(mrx)sin(ry) pour (x,y) €082 v x2+y2) \ -1 —e)xy x% +ey?
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Tableau 1
Résultats obtenus avec les schémas 1, 2, 3 et 4 en fonction du pas en espace.
h 1 1 1 1 1
8 16 32 64 128
Erreur L2 (schéma 1) 5.21 x 107! 1.96 x 107! 7.14 x 1072 1.65 x 1072 2.14x 1073
Ordre (schéma 1) 1.41 146 211 2.95
Conc. négatives (schéma 1) 12.5 9.38 5.46 214 0.53
Val. min (schéma 1) —2.9x 107! —2.4x107! —1.4x107! —5.26 x 1072 —1.33 x 1072
Erreur L? (schéma 2) 6.54 x 1072 1.05 x 1072 3.27 x 1073 1.06 x 103 3.06 x 1074
Ordre (schéma 2) 2.63 1.68 1.62 1.80
nit 48 19 20 27 44
Erreur L2 (schéma 3) 2.02 x 107! 3.76 x 1072 7.14x 1073 1.60 x 1073 3.65 x 1074
Ordre (schéma 3) 242 240 2.16 214
nit 25 80 21 35 76
Erreur L2 (schéma 4) 1.52 x 1071 8.51 x 1072 4.46 x 1072 2.33 x 1072 1.21 x 1072
Ordre (schéma 4) 0.84 0.93 0.94 0.94
nit 3 11 8 12 15

et

Uana = sin(_yrx) sin(rr y)

f =—divDuapa (8)
Le paramétre € est égal 3 1076 ce qui donne un rapport d’anisotropie égal 3 106. Nous vérifions que f > 0. Par ailleurs, nous
utilisons des maillages de carrés de surface h?, h variant de % a %. Pour chaque maille K du domaine, I'ensemble V'(K, Z)
et les coefficients Ck 1, L € V/(K, Z) sont déduits de I'égalité ZLE‘,(K) dk 1 (ux —ur) =0 pour des fonctions linéaires, avec
dg,. =1 si L est une maille intérieure et dx ; =2 si L € 3§2. Nous calculons la solution du probléme a I'aide d’un algorithme
de point fixe. Notons u' la valeur de la solution a I'itéré i et A(u’) la matrice discrétisant I'opérateur de diffusion. Le schéma
itératif s'écrit B(u')(ut! — ul) = A(u)u' — f. Nous choisissons pour B la matrice du schéma développé dans [1]. Pour les
schémas 2 et 3, cela permet d’obtenir un nombre d’itérations raisonnable.

Nous montrons tout d’abord les résultats obtenus dans le tableau 1 avec le schéma développé dans [10,13] (schéma 1)
(erreurs L2 de u par rapport a la solution analytique, ordre, pourcentage de valeurs négatives, valeur minimum). Nous pré-
sentons également les résultats obtenus avec le schéma décrit dans le paragraphe 3 (schéma 2) (x =0, n =0), (schéma 3)
(u=0,n=0 ot les Tk, z(u) sont supprimés dans (3) et (4)) et le schéma développé dans [11] (schéma 4).

Nous observons que les schémas 2, 3 et 4 n'oscillent plus. Nous observons que les schémas 2 et 3 semblent tendre
vers l'ordre 2 alors que le schéma 4 reste d’ordre 1 comme déja montré dans [11]. Pour les méthodes 2 et 4, le nombre
d'itérations nit reste inférieur a 80 alors que les temps de calcul sont plus importants pour le schéma 3.
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