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qui apparaissent dans cette conjecture des multizétas symétrisés. Nous montrons que les
multizétas finis et les multizétas symétrisés vérifient une méme variante des relations
de double mélange. Nous montrons que les multizétas symétrisés vérifient une variante
Présenté par le Comité de rédaction de certaines relations d’associateur, interprétant ainsi géométriquement un résultat de
Hoffman sur les multizétas finis. Ceci est un prélude a une étude plus large des multizétas
symétrisés et des multizétas finis.

© 2014 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

ABSTRACT

We interpret a conjecture on finite multizetas, due to Kaneko and Zagier, in terms of
the De Rham fundamental groupoid ITPR(P! — {0, 1, 00}). We call the numbers that
appear in this conjecture symmetrized multizetas. We show that finite multizetas and
symmetrized multizetas satisfy the same variant of the double shuffle relations. We show
that symmetrized multizetas satisfy a variant of certain associator relations, interpreting
geometrically a result of Hoffman on finite multizetas. This is a preamble to a larger study
of symmetrized multizetas and finite multizetas.

© 2014 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Multizétas symétrisés
1.1. Définition

Soit (yl'[,'?R)x,y le groupoide fondamental de De Rham de la droite projective moins trois points [4]. C'est I'une des
réalisations du groupoide fondamental motivique IT™°t(P! — {0, 1, 00}) [5]. Le point-base tangentiel 1 en 0, qui pointe
vers 1, et son image par (z+ 1 — z),, sont notés respectivement 0 et 1. Pour R une QQ-algébre, on note R({(eg, e1)) I'algeébre
des séries formelles a deux variables eg, e; qui ne commutent pas. Soit € : R{(eg, e1)) — R l'application qui associe a une
série formelle son coefficient constant. Soit Ay : R{(eg, e1)) — R{(eo, e1)) ® R{(eo, e1)) I'unique morphisme d’algébres, continu
pour la topologie ker(e)-adique, vérifiant Ay (e;) =e; ® 14+ 1 & e;, pour i =0, 1. L’algébre de Hopf R{(eg, e1)), ayant comme
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coproduit Ay, antipode S :e;,...e;, = (—1)"ej, ...e;,, et co-unité € est duale a I'algébre de Hopf de mélange R(eo, e1). Celle-ci
est, pour R = Q, l'algébre de Hopf du Q-schéma en groupes

R {f €R(eo,e1) ta. Au(f)=F & f,e(f) =1}

Ce schéma en groupes est canoniquement isomorphe a chaque yl'[,'?R, de maniére compatible a la structure de groupoide de
T1PR, Son algébre de Lie est donnée par R — {f € R{{eg,e1)) t.q. An(f)=f&1+1& f}.
Pour (sg, ..., s1) € (N*)? tel que sq > 2, le nombre réel (sq, ..., 51) = 20<n1< <ng 1/(n§‘...n3") est appelé nombre multi-

zéta, de profondeur d et de poids n =s4+...+51. Notant wy = g , W] =

=, et (@i, ... wj,) = (@0, ... W0, O, ..., WY, ..., WO,
N———— N———
sq—1 s1—1
w1), il s’écrit comme lintégrale itérée fol wi, (tn)f(f” wi, (tn_l)...f(f2 wj, (t1). La définition s’étend, de deux maniéres dif-
férentes, au cas sq = 1, via les deux formules ci-dessus, et la régularisation des séries et celle des intégrales itérées. On
obtient ainsi deux familles de nombres £, (g, ..., 51) et & (Sq, ..., 51) indexées par (N*)4. Voir [3] pour les détails et pour les
relations dites de double mélange régularisé vérifiées par ces nombres.

Définition 1.1. On note Y™ (sy, ..., s1) (et de méme {Sym et ;™) et on appelle multizéta symétrisé le nombre

sym

1 -1
(5d> - 51) =V (eg!er.eg " er) = Z<—1)5'<+1+~-+5d;<sk+1, ees S)E (ks 5 S1) (1)
k=0

Notations 1.2. Le coefficient d’'un mot w dans une série f est noté f[w]. Soit @ € 11'IDR(]R) la série génératrice des nombres
multizétas régularisés selon les intégrales itérées [5, § 5.16], qui vérifie <1>[ef)d_le1 Sl 1e 1= (=1 (54, ..., S1)-
Remarque 1.3. £/ (e 'eq...ef leq) est égal 3 (—1)4 (@ leyd)[erell ley..el leql.
1.2. Double mélange

On note m le produit de mélange des intégrales itérées et x celui des séries.
Définition 1.4. On note, pour s € N*, et w, w’ des mots en eq, e, wm®@w’ = (e 'erw)mw’ + (—1)* " Twm(ed 'e;w").

sym sym

Proposition 1.5. i) (connu) Les ¢,
ST wW)E (W),
i) Les ¢ ™ vérifient une variante de la relation de mélange liée aux intégrales dite relation de shuffle : ¢3™

vérifient la relation de mélange liée aux séries dite relation de stuffle : ¢ (w * w') =

(wmm®Pw’) =0.

Preuve. i) Soit l'algébre de Hopf complétée de stuffle R{(yn)nen+). Le coproduit est Ay : yn > Y poVk ® Yn—k
(yo =1); la relation de stuffle s'écrit A.(fi) = fi ® fi, pour fo =3 filSa,...,511Ys,...¥s;. Soit inv: f, fi"" =
S (=11 FSd flsy, ., SqlYs, Vs, - Soit Wy la série génératrice des . (sq,...,S1). L'énoncé équivaut & A, (¥™w,) =
!I/,i“"ll/* ® w;nvw*. Le résultat découle de ce que A, (W) =¥, @ W, A, est Enultiplicatif et A, commute 4 inv.

ii) La relation de shuffle des nombres multizétas, ie. Ay (®) = ® ® @, et le fait que ey est primitif pour Ay
entrainent que @ 'e;@ est aussi primitif pour Ay, ie. ses coefficients vérifient la relation de shuffle modulo pro-
duits - on voit alors @ 'e;® comme un élément de Lie(oIT)R(R)). La relation énoncée est (®'e;®)[e;(wmPw')] =
(@ le1®)[(eyw)m(e;w)]=0. O

Nous avons communiqué 1.5 a Kaneko, qui nous a informé de 1.6 ci-dessous :

Sdl s1—1 Sq—1

Théoréme 1.6 (Kaneko). Notons T (e, ey e =(=1% +“'Hdef)l_l ei..ef e1.Ona oI (wmw') = ¢ y™

(T(w)w’).
Ce résultat implique clairement 1.5ii)

Théoréme 1.7. Nouvelle formulation et nouvelle preuve de 1.6. Soit W I'ensemble des mots en e, e1 finissant par e1 ou vides. On a
équivalence entre :

) vw, w e W, &Y™ (wmw’) = ™ (T (w)w').
i) Vu,w, w' e W, {Sym((uw)mw)_ SV (Wi (T (W) w)).

iii) Vs € N*, Vw, w' € W, e/ ™ (€5 Terw)mw’) = (=1)°¢ " (wim(el) Teqw’)), cest-a-dire : ¢l ™ (wm @ w') = 0.

Et ces assertions découlent encore de ce que @~ 'e1® € Lie(o[1JR (R)).
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Preuve. Pour ii) = i), on prend w’ =, et, pour iii) = ii), on décompose u en sous-mots du type ef)’lep Ensuite, on voit

facilement que eq (wm®w’) = f(;})(—l)s”*"(e’(‘)ﬁW)m(ef)_l_kelw/). O

Fait 1.8. Ona ;)™ (sq, ..., 51) = Y™ (s4, ..., 1) mod ¢ (2).

Preuve. Soit Wy, la série génératrice des ¢y (Sq, ..., S1) dans R{(¥n)nen=)). On a ¥, = A¥y ot A= exp(znzz(—l)"_1§(n) .
yi/n) : [3, équation (162)]. On obtient que ¥/, = ¥V AW Ay, puis que A™ A = exp(}en+ —2y2M¢(2m)/2m). Enfin,

pour tout m € N*, £(2m) € Q¢(2)™. La formule plus précise reliant 73" et z5'™ est laissée au lecteur. O

d ) L
Fait 1.9 (connu). Ona ¢3™ (s4, ..., S1) = (—])Zk=1 SkesY™(sq, ..., Sq) et idem pour ¢ ™. En particulier, si (sq, ..., $1) = (51, .., Sq) et
Sq+ ... + 51 estimpair,ona ¢y (Sd, ..., $1) = & (Sq, ..., S1) = 0.

Cela découle des définitions et s’écrit inv(lI/j“"tII*) = lI/*i“"llf* et inv(llflg“’llfm) = lI/Hi?"lI/m.
Pour Y™, on remarque que cela découle aussi de ce que, puisque @ 'e;® € Lie(ol'lgR(]R)), on a S(® lejd) =
—®~le;® ol S est définie au § 1.1.

Remarque 1.10. Tout ceci utilise uniquement les relations de double mélange régularisé. Ainsi,

i) cela reste vrai en remplacant @ par une version motivique @, € 1H5“°t(R) [7], [2, definition 2.1] ou la version p-adique
Py, € 1H8R(Qp). En effet les relations de double mélange régularisé sont vraies dans le cadre motivique [11,12] et dans
le cadre p-adique [1,6];

ii) f — f~leyf définit une fonction F : {solutions du double mélange régularisé} — {solutions du «double mélange
régularisé symétrisé»}. Pour une définition formelle des équations de «double mélange régularisé symétrisé» et des
propriétés de F, voir [9].

1.3. Relation d’associateur

La série @ vérifie des relations d’associateur de Drinfeld [11, Ch. II, définition 1.7]. Elles sont liées au résultat géométrique
suivant.

Théoréme 1.11. On a la relation suivante, ol 5, = —€g — €1 :

eo+ @ !(eo, e1)e1®(eo, €1) + P (€0, eco ) P (€0, €x0) = 0 mod ¢ (2) (2)

Preuve. Voir [9], ot il est démontré un résultat plus général. O

Corollaire 1.12. Soit T : Q(eo, e1) — Q(eg, e1) le morphisme d’algébres défini par eg — eq + e, eq — —eq. On voit £y
comme la fonction linéaire sur Q(eq, e1)eq vérifiant {jlym(ef)‘“]e1...ef;71e1) =™ (sq, ..., S1). On a alors I'égalité entre fonctions

sur Q{eg, eq)er :

G =y oY mod ¢ (2)

Preuve. Découle de 1.11 en considérant les coefficients de &~ 1e;® de mots de la forme e;we;.
Le corollaire 1.12 est I'analogue du théoréme de dualité de Hoffman sur les multizétas finis [8, théoréme 4.7]; on l'a
donc interprété géométriquement.

Corollaire 1.13. i) Les multizétas symétrisés ¢ de profondeur d sont, modulo ¢(2), des multizétas de profondeur <d — 1. Plus

précisément, en notant ysl = (—])’(ngs__ll) pourl € N*, s € N, on a, modulo I'idéal engendré par ¢(2) et les multizétas de profondeur

<d-2:

d—1
d . )
WM (g, s1) = —(=DZi= s 3 (]'[ y!;)c(a +h o sa +last)

Ii,....lg—1>0 i=1
L+ +lg_1=sq

d A
-y (]‘[y!});(sd 52+ 1) 3)

b, ly=0 \i=2

b+ =51
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i) Les multizétas symétrisés {oy

profondeur <d — 2.
Exemples :i) c)™
pair.

de profondeur d dont le poids est de la méme parité que d sont, modulo ¢ (2), des multizétas de

sym

(51) =0, i.e. {m (s) = 0 pour sy pair; &t ™ (52, 51) = (=1 (71 2) C (51 452). 1) & (52, 51) = 0 pour s + 51

Preuve. Voir [9]. La preuve de ii) combine i) avec un fait général concernant I'algébre de Hopf de stuffle, rappelé dans la
preuve de 6.2 de [8]. O

Le fait que la profondeur des ¢¥Y™ vérifie ces propriétés a été démontré par Zagier par d’autres méthodes.
2. Multizétas finis
2.1. Introduction

Définition 2.1 (connue). On appelle, pour N, s, ..., s4 € N*, sommes harmoniques multiples les nombres rationnels

1

-1 -1

o (S, .. S1(N) =0 (e er...eyl e1)(N) = E S
0<nq<...<ng<N nd

Définition 2.2. i) (Cas particulier de [10, §2.2]) Soit I'anneau des entiers modulo p infiniment grand :
(1) /(@ )
p premier p premier
ii) (Zagier) On appelle multizétas finis les nombres

1
CA(Sds s S1) =< > ﬁ) €A
n nd p premier

0<ni<..<ng<p 1°°°

Conjecture 2.3. 1) (Zagier) Soit Z; le Q-sous-espace vectoriel de A engendré par les multizétas finis de poids s, et soit dimg sa
dimension. Alors

i) la somme .., Z; est directe,
1-x?
1-x2—x3"

i) les dimg sont donnés par: ) .. dimsx* =
2) (Kaneko-Zagier ; reformulation avec 1.1) La correspondance suivante définit un isomorphisme de Q-algébres de celle des mul-

tizétas finis vers celle des multizétas symétrisés modulo ¢ (2) :

Ca(Sdy s $1) > £ M (sq, ..., 51) mod £ (2)
2.2. Double mélange

Définition 2.4. Pour f(2) =) ,_oanz", g(2) = Y ,.obnz" deux séries entiéres, soit f-g=>",_ ocnz" définie par les for-
mules équivalentes suivantes

[(-9@)dZ _ [ [@)d7 [ gz Sy
71_2/ = 1—27 / 1-7 ”_Z Z n—k ij

0 0 0 k=1 j=1

Pour des intégrales itérées f = I(w), g = [(w), la relation I(e;w)I(e1w’) = I(e;wme;w’) = I(e; (wmPw’)) s'écrit I(w) -
1w = I(wmPw).

Théoréme 2.5. i) (connu, clair) Les multizétas finis vérifient la relation de stuffle.
ii) Les multizétas finis vérifient la variante de 1.5 de la relation de shuffle : ¢4 (wmPw’) = 0. Plus précisément, si w =

sq—1 s1—1 ty—1 t1—1 I
ey €1.-€y e, w = =e; €1..e e1, et y, est comme en 1.13, on a, dans Zp, que

d/
o(wnPw)p)=-p > p”“*m*’d’(H(—l)‘f*‘fyé‘)a(tl+11,.‘.,td/+ld/,z+l,sd,...,s1>(p>

1,11,...,ld/30 i=1
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Preuve. ii) Soient Liy les polylogarithmes multiples en une variable. La relation Lie,w Lie,w = Lig, (wirwr) S€ traduit sur les
coefficients de Taylor en z=0 de ces fonctions en :

10’(WH1(1)W/)(H) :nil(l Z #) (L Z ;)
n k my.nit J\n—k ty

t
k=1 0<nq<..<ng<k O<my<..<my<n—k my ..My

On effectue le changement de variable (mq, ..., mg) — (n —my,...,n —my); on multiplie I'égalité par n, et on la spécialise
enn=p.0nadans Zy : (1) = (G () = (T Lo V(=5 O

N N

Nous avons communiqué 2.5 a Kaneko, qui nous a informé de 2.6 ci-dessous; la preuve consiste a traduire

Liw (2) Liw/ (2) = Liwmw (2) =Y 5.0 anZ" sur 5;11 a, mod p au lieu de a, mod p.

Théoréme 2.6 (Kaneko). On a { 4(wmw’) = ¢4 (T(W)w).

Fait 2.7. (Voir [8, theorem 4.5]; [13, lemma 3.3].) On a la relation ¢a(s1, ..., Sq) = (=1)S1TFSdz4(sq, ..., 1), qui est claire : change-
ment de variable (ny, ...,n;) — (p — nq, ..., p — ny) dans 2.2.

Fait 2.8. (Voir [8, preuve de 6.2].) Pour les raisons invoquées en 1.13ii), lorsque d et sq + ... + 1 sont de méme parité, £ 4(sq, ..., S1) est
de profondeur <d — 1.
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