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ABSTRACT

Let X be a compact Kdhler manifold. We extend the notion of Quillen metric to the
integrable line bundles L on X. In particular, we show that the notion of holomorphic
analytic torsion extends to integrable line bundles L satisfying HI(X, L) =0 for q > 1.

© 2014 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans [12], Ray et Singer associent a toute variété kdhlérienne compacte (X,w) et E un fibré hermitien de classe C*®
sur X, un réel noté T((X, w); E) appelé la torsion analytique holomorphe, défini en posant :

T((X,); E) =) _q(=1)"""¢/4(0),
E

4>0

ol ;’Aq (0) est la dérivée en zéro du prolongement analytique de la fonction zéta gA% associée au spectre de I'opérateur
E

laplacien A% agissant sur AQ9 (X, E), I'espace des (0, q)-formes de classe C* i coefficients dans E, pour tout g > 0.

Dans [11], Maillot généralise la géométrie d’Arakelov de Gillet et Soulé ([6]) a la classe des fibrés en droites intégrables
avec applications aux variétés toriques lisses. Dans cet article, on continue cette étude en proposant une généralisation
des notions de torsion analytique holomorphe et de métrique de Quillen a cette classe de fibrés hermitiens. Rappelons
que la torsion analytique holomorphe est un ingrédient fondamental dans la formulation du théoréme de Riemann-Roch
arithmétique ([4,8]). Une métrique hermitienne continue sur un fibré en droites holomorphe L est dite admissible si elle est
la limite uniforme d’une suite de métriques positives de classe C* et qu'un fibré intégrable est par définition, en notation
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additive, la différence entre deux fibrés admissibles. Malheureusement, la construction de [12] n’est plus valable dans ce
cas. On procéde différemment en utilisant un procédé d’approximation moyennant les formules des anomalies de Bismut,
Gillet et Soulé ([2]).

2. La torsion analytique holomorphe généralisée

Soit L= (L, || - ||) un fibré en droites intégrable sur X et (Eq, | - |l1) ® (E2, | - |l2)~! une décomposition de L en fibrés
admissibles. Par définition, il existe (|| - [li n)nen, une suite de métriques positives C* sur E; qui converge uniformément
vers || - ||; sur X, pour i=1, 2.

Proposition 2.1. La suite suivante

~ _ 1 1 __
fCh(E1 ®E21,h1,n®h27m,h1,n/®h2’m/)Td(TX) (M
X
converge vers zéro lorsque n,n’, m et m’ tendent vers co.! (oil &1(L, -1, Il - 1I") est la classe de Bott-Chern associée a ch, ([7]).)Si || - ||’
est une métrique C* sur L, alors pour tout choix de la décomposition et tout choix de (|| - ||i.n)nen pouri =1, 2, la suite

</ ch(E1®Ey hin@hy b, |- 11)T d(T_X)>
X

n,meN

converge vers une limite unique égale a fx Efl(L, -1 1 - 1) T d(TX). (ot cNh(L, -1, 1L - I") est une forme différentielle généralisée au
sensde[11,§4.3].)

Démonstration. De [9, proposition 4.1], on déduit facilement que (1) est une combinaison linéaire des termes suivants
Ix Tzh{ﬁlf‘)l’(m’m,) Td(TX) pour (i, j,k, ) e N* et (n,n'), (m,m’) € N2, ol Té;l]‘n’f’)l(mm) est la forme différentielle sur X, locale-
ment donnée comme suit : en un point x € X soit s (resp. t) une section locale holomorphe de E; (resp. Ez) non nulle

en x; alors en un voisinage de x, on pose T’ n = =Tl (s, t) ol

(nn)(mm (n,n’),(m,m’)

i,j.k.l 2 2 . . _
Tl 6> 0 = (log(lsllnlltl2m)” = log(lIsllywlEll2,m) )er (v n) et (Ev ) e1(Ezm) et (Ezm).

(Bien évidemment, cette forme ne dépend pas de s et de t.) Notons que T&{#‘,’)’.(m’m,)(s, t) s’écrit comme différence de deux
termes dont chacun est le produit d’'une fonction plurisousharmonique et de formes de Chern positives. L'idée de la preuve
fera appel a la théorie des fonctions pluri-sous-harmoniques, afin de montrer que chaque terme forme une suite de courants
positifs sur un ouvert donné, qui converge faiblement vers la méme limite. Plus concrétement, par compacité de X, il existe
un recouvrement ouvert fini (Uy)gep de X et (Sq.1)acs (resp. (S¢.2)acs) un ensemble de sections locales holomorphes
non nulles de E; (resp. de E3) sur Uy pour tout o € §2; on considére (py)qcs Une partition de I'unité subordonnée au
recouvrement (Uy)gepe. On a :

1 kil l okl v
/ oonts oy TATX) =D / Gty oy S 15 50,2) pa T A(TX).
X aeQU

Les suites des fonctions plurisousharmoniques (—log(lIs1,ll1,n))nen, (—log(lIst,alliw)wen, (—log(lsz,allz,m))men. et
(—1og(lIs2.a ll2.m"))men Testreintes & Uy vérifient les hypothéses du [3, (1.6) corollaire] ; en notant que po T d(TX) € A c(Ug).2
Alors

(n,n),(m,m n’,m,m’+— o0

Vo e 2. Vi, j. kL / T et 5a2)puT d(TX) s 0.
Ua

On conclut que

f ch(E1 ® Ey' hin ®hyp hiw @ by ) )T A(TX),
X

converge vers 0, lorsque n,n’,m et m’ tendent vers oo.

1 La convergence ici est au sens suivant : (@n,n' . mm') (a0 mmyend €St une suite réelle qui converge vers une limite finie I, si Ve > 0, 3N € N tel que
|an..mm — 1] < € lorsque min(n,n’,m,m’) > N
2 Ac(Ug) désigne l'algébre des (x, )-formes différentielles sur U, 3 support compact.
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Soit |- || une métrique C* sur L. D’aprés ce qui précéde, on conclut que (fx cNh(E1 ®E2’1, hin QhyL |- INT d(TX))n.meN

2,m’
converge vers [y ch(E; ® EsV i @hy L, |- )T d(TX); or, on a ch(E1 ® E5 L, hy @ hy ', || - II') = ch(L, || - Il || - II"), qui est une
forme différentielle généralisée au sens de [11, § 4.3]. D’olt l'unicité de la limite par rapport au choix de la décomposition
de L en fibrés admissibles et le choix des suites (|| - [lin)nen. O

Théoréme 2.2. En gardant les mémes hypothéses. La suite double des métriques de Quillen suivante :

(hQ’(X’(U);(El@E;,||~||1,n®\\'\\£:,,))"’meN’ (2)

est convergente et la limite ne dépend, ni de la décomposition, ni de la suite choisie ; on I'appelle la métrique de Quillen généralisée et
on la note

hq.x.wy:.i-)-
Si H1(X, L) =0, pour tout q > 1, alors la suite suivante :
-1 -1
(T(X. @) (Ex @ E3 " 1 11 ® 1+ 150))) e (3)
converge vers une limite finie. On I'appelle la torsion analytique holomorphe de Ray-Singer généralisée et on la note

T((X, ), (L, 1I- 1),

et on a pour toute métrique C*, || - ||" sur L :

— — ~ JE— hLZ X L1

T((X, ), L) = T((X,w), L) +/ch(L, 11,11 1) T d(TX) — m(M),
¥ L2, (X,), (LI

ol Efl(L, -1, Il - I') ici est une forme différentielle généralisée au sens de [11, §4.3].
Démonstration. Soient E; et E, deux fibrés en droites admissibles tels que L=E; ® E;'. On pose |- [ln:= |- [l1,n ® | - ||£}1
pour tout n € N ot (|| - [l1.n)nen (resp. (| - ll2.n)nen) est une suite de métriques positives C* sur E; (resp. Ez) qui converge
uniformément vers || - ||, (resp. | - |lg,). Si 'on considére | - ||" une métrique C*> quelconque sur L, alors, d’aprés [2,

théoréme 0.2], on a, pour tout ne N :

loghq.(x.w): (L1 — 108hq. (X.0):w.j-1) = —/&(51 ® 152_1, Il - 1) T d(TX).
X

Or, on a montré que le terme a droite converge vers une limite finie qui ne dépend, ni du choix de la suite, ni de la
décomposition. Par conséquent, la suite suivante :

(—loghq,(x.w),(L,I-In))neN = (/CTI(E] ®E5 " I+ lln I1 - ") T d(TX) — loghQ,(X,w),(L,H-H’)> ,
neN
X

converge vers une limite qu’on note —log|| - ||, (x,w),(L,|-)- Par le formalisme des formes différentielles généralisées ([11,
§4.3]), on dispose alors d’'une formule des anomalies généralisée en posant :

loghq,(x,w).1-n —108hq x,w), @11 = —/&I(L 10 17T AT X).
X

On suppose maintenant que H9(X, L) =0, ¥q > 1. Donc, A(L) = det(H°(X,L)). On a

(hiz,(x w), (L)1) neN 7m0 Pz o), @

qui résulte de la convergence uniforme des suites du théoréme et de la continuité du déterminant. Par suite, on définit
la torsion analytique holomorphe généralisée associée a L en posant :

T((X.0).I) =T((X.0).L) +ngngo/ ch(Er @ E3", 11+ lln, Il 1) T d(TX)
X

h;2 A
~ lim log(M) .
ni—00 L2,(X,w),(L,|ln)
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2.1. Un contre-exemple

On va montrer que le théoréme 2.2 n’est pas valable si I'on supprime la condition de la positivité. En particulier, la
métrique de Quillen généralisée considérée comme fonction en la métrique n’est pas continue sur I'espace des métriques
intégrables muni de la topologie de la convergence uniforme. Afin de simplifier, on suppose que X = P! et que L est le fibré
trivial. Soient ¢ >0,0<e K 1,0<é<Keet 0 <y K& —46.0n pose f la fonction définie sur [1 —¢e,1 —e+8]U[1 — vy,
1+yJU[14+¢€—-65,1+¢] par:

ofip_efi1_g)  sire[l—g,1—g+35]
f)=1cvs sire[1—y,14+vy]
B B4 sire[l+e—8,1+¢l.
On recolle f par des fonctions C* de facon a obtenir une fonction définie sur R*, positive, C* sur R et qui coincide

avec fsur]1—e,1—e+38[UJ1—y,1+y[UI1 +¢e—§,1+ ¢[ avec support compact nulle en 0 et de norme supérieure
inférieure a 2c\/_ On la note par fcs. On étend f.s en une fonction sur P!, en posant fcyg(Z) = fes(|2]),Vz € C. Par
construction, fC s est C°° sur P! et elle définit une métrique C™ notée he,s sur le fibré trivial O, en posant h¢ 5(1,1) = e~ foc,
En notant que supps | fc 5| < 2c+/8, alors (he,s)s est une suite de métriques C* convergeant uniformément vers hy, lorsque
8 tend vers 0 (hy est la métrique canonique de O, c’est-a-dire hoo(1,1) =1).

Soit @ une forme kihlérienne C* quelconque sur P!. On considére la métrique de Quillen associée a hes et a w. Par la
formule des anomalies, on a :

hiz 1 w).(O.he g

T((P', w); (O, he5)) — T((P!, w); (O, hoo)) = —/Jq(o,hc,a,hoo)r d(TP?) — log

P!

~ ~ 1 ~ JR— hLZ, Pl,w), O,he
—/fc,sddcfc,s - E/fc,scl(ﬂpl) — log 2 Ohes)
P! P!

hLZ,(IP’l ,0),(O,hso)

hLZ,(IP‘l,w),(O,hoo)

Or, par construction de fc s, on a

/fcadd fca—[fc5r8r< 8f”)rclr
dfcs dfcs 2
Lo

2 2
=—/r<w) dr — / r<w> dr ouA=[1—-¢,1—€e+38]U[1+¢e—-5,1+¢€]
A

or ar
RH\A
2 3fes)
=S fs(1)?— <) q
8fc,6() / r( o > r
R+\A
P 2
=-2c%— / r< fw) dr.
ar
RH\A

On en déduit que

hiz @1 w).(0.he g)
hiz 1wy, 0,100

T((P', ®); (O, hes)) — T((P', @); (O, hoo)) = 2¢* — %/Tc,acl (TPT) - log
1

Comme suppt |’fc,5| < 2¢+/8 et que P! est projectif, alors il existe une constante M > 0 telle que |fﬂﬂ fesct (ITI’]H <MWsc,
Vc>0et V0 <8<k 1. Comme f¢s5(z) = fcs5(]z]) >0, alors he s < hoo. Par suite, on obtient :

T((P', ®); (O, he5)) — T((P', @); (O, hoo)) = 2¢2 — MV/Sc ¥e>0, VO <8 < 1. (4)

Théoréme 2.3. Pour toute forme kihlérienne w sur P! et pour tout ¢ > 0, il existe une suite de métriques (h¢,s)s>0 de classe C*°
convergeant uniformément vers la métrique canonique de © sur P! telle que :

limsup T((P', w); (O, he5)) > 2¢* + T((P', wp1), (O, ho)).
8—0
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Démonstration. Cest une conséquence immédiate du (4). O

Remarque 2.4.

1. h¢ s est une métrique invariante par I'action du tore compact de P!. En effet, on a ffc,g(z) = fe5(z]) Vze C.
2. Bien que la suite (T (P!, w); (O, h¢.5)))s=0 ne converge pas vers T(O, h), on remarque qu'il existe une constante M’
telle que T((P!, w); (O, hes)) =M, V0 <8 < 1 et Vc > 0. En effet, de (4) on déduit que :

2

T((P' w); (O, hep)) > —M? +T((P!, ®); (O, hao)) =2 M' VO <§ <1, Vc>0.

Ce résultat est en fait prévisible d’aprés la conjecture de Gillet-Soulé ([5]), établie en dimension 1 par Berman, [1]. On
établit ce fait en toute généralité ([10, théoréme 1.3]). Plus précisément, on montre que la torsion analytique holomorphe
vue comme fonction en la métrique est minorée sur I'espace des métriques admissibles et invariantes par I'action du tore
compact sur un fibré en droites équivariant sur une variété torique projective non singuliéere.
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