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travaux de Levin [3] et de Skellam [6]. Nous établissons dans ce papier quelques résultats
d’existence et d'unicité pour certaines équations elliptiques non-locales dites a argument
dévié. Nous traitons d’abord des cas linéaires puis des cas non-linéaires. Nous espérons
Présenté par le Comité de rédaction ainsi compléter certains résultats obtenus par Chipot et Mardare [2].

© 2014 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

ABSTRACT

The elliptic equations with deviated arguments appear in some models of population such
as in biology, etc. as indicated in the books [4] and [5] and the works of Levin [3],
Skellam [6]. In this paper, we establish some results of existence and uniqueness for some
non-local equations called elliptic equations with deviated argument. Firstly, we handle
linear and nonlinear cases. Therefore, we hope to complete some results obtained by Chipot
and Mardare [2].

© 2014 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Etant donné £2 ouvert régulier de R?, nous nous intéressons ici a I' équation aux dérivées partielles 3 argument dévié
[3-6] :

—Au+ f(uo®)=g dans 2, M

ol @ est une déviation, c’est-a-dire une fonction @ : 2 — £, oll f est une non-linéarité donnée et g un terme source.
A cause de la déviation, cette équation présente un caractére non local. De telles équations 4 argument dévié apparaissent
dans certains modéles de population en biologie, comme I'ont souligné Chipot et Mardare [2], qui ont étudié en détail le cas
f(@t) =t (voir aussi [1] pour I'’étude d’équations non linéaires dans lesquelles ce sont les coefficients de la diffusion qui
sont déviés). Avant d’aller plus loin, notons deux difficultés liées a la présence d'une déviation. La premiére est le caractére

non variationnel de (1) : (1) n’est généralement pas une équation de point critique; par exemple, les points critiques de
J:iu J) = fg %|Vu|2 +[Q F(uo®)—(g,u), avec F' = f, vérifient (au moins formellement) :

Adresse e-mail : anouar.houmia@gmail.com.

1631-073X/$ - see front matter © 2014 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
http://dx.doi.org/10.1016/j.crma.2013.11.021


http://dx.doi.org/10.1016/j.crma.2013.11.021
http://www.ScienceDirect.com/
http://www.sciencedirect.com
mailto:anouar.houmia@gmail.com
http://dx.doi.org/10.1016/j.crma.2013.11.021
http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1016/j.crma.2013.11.021&domain=pdf

114 A. Houmia / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1 352 (2014) 113-116

—Au+ fWpe =g (2)

oil (e := P4L4 désigne la mesure image de £9, la mesure de Lebesgue sur §2 par ®. Ainsi, I'équation d’Euler-Lagrange (2)
différe de (1), méme dans le cas trés particulier oli @ préserve la mesure. Une seconde difficulté dans I'analyse de (1) réside
dans le fait que le caractére non local de I'effet de la déviation rend difficile I'utilisation du principe du maximum. Pour les

raisons précédemment évoquées, il nous semble difficile de faire une théorie générale et satisfaisante pour des équations
de type (1), et nous nous contenterons dans ce papier de donner quelques cas ot I'on peut établir I'existence et/ou I'unicité
des solutions.

2. Résultats d’existence et d’unicité dans le cas linéaire

Pour £2 ouvert borné régulier de RY, g e H-! et @ : 2 — 2 mesurable, vérifiant que la mesure image (o = ®4L% est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et que sa densité (encore notée (g ) est L% :

e € L%, |<D_1(A)| :/M¢(X) dx VA C £2 mesurable. 3)
A

Intéressons nous tout d’abord, comme Chipot et Mardare [2], au cas de I'équation linéaire :

—Au+uo®=g dansSg2, u=0, suradsf? (4)

dont on cherche une solution faible u H(l), C'est-a-dire u € H(l) telle que fQ Vu-Vv + fQ Uo®)v=(g,Vv), Vve Hg). Une
application immédiate du théoréme de Lax-Milgram fournit :

Proposition 1. Sous les hypothéses ci-dessus (en particulier I'hypothése de régularité (3) sur @), et s'il existe o €10, 1[ tel que :

(1—a)/|Vv|2+/(VO<p)v>o, Vv e H} (5)
2 2

alors I'équation (4) posséde une unique solution faible.

Remarque. Une condition suffisante pour que (5) ait lieu est que A1(£2) + ne > 0 avec A1(£2) := inf{fQ IVv|?: v e H(l),
Jo vZ =1} la premiére valeur propre du laplacien avec condition de Dirichlet homogéne sur £ et ne = inf{ [, (v o @)v:

f_Q V2 =]}.

Remarque. La condition (5) est & comparer a une autre condition suffisante pour I'existence et I'unicité obtenue par Chipot
et Mardare [2], que nous rappelons ici. Résoudre (4) revient a trouver un point fixe de I'opérateur T : Hé — Hg), quiave Hé
associe u solution faible de —Au+u =v —v o ® + g. Cette condition suffisante pour I'existence et I'unicité est donnée par :

4>CP=sup{lv—vod|?: veH). [IVv|. <1} (6)

de sorte que T est une contraction de Hg) (muni de v~ [|[VV];2).

Notons que si (6) est satisfaite, alors il existe o €10, 1[ tel que pour tout v € H}, on ait (1 — oz)fQ IVv|? > }—lfg(v2 +
vZo® —2(vo®)v) et donc (1—a) [ Vv + [o(vo@)v > 1 (fo v2+ Vo @ +2(vo®)v) = 4|V + Vo P2, de sorte que
la condition (6) est plus forte que (5).

Remarque. Comme l'ont remarqué Chipot et Mardare [2], par compacité de ve L2 —>uecl? oliu e H(l) satisfait Au=vo@®
(si par exemple (3) est satisfaite) en appliquant I'alternative de Fredholm, la question de la résolubilité de (4) pour tout g est
étroitement liée a la dimension (finie) de I'ensemble des solutions de I’équation homogéne correspondante. Si 0 est la seule
solution de I'équation homogéne, alors (4) est résoluble pour tout g. Cependant, en I'absence du principe du maximum,
il parait difficile d’identifier les déviations pour lesquelles I'équation homogéne n’a que la solution triviale. En général, en
notant k la dimension de I'espace des solutions de I'’équation homogéne, (4) est résoluble si et seulement si g appartient
a un espace de dimension k, c’est-a-dire vérifie k conditions linéairement indépendantes de compatibilité.

Nous nous proposons maintenant d’affaiblir I'hypothése (3) qui demandait que la mesure image (¢ soit L°°. Supposons
toujours que (g Soit absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et supposons aussi, toujours en notant (e
sa densité :

d+2

d>3, p@eLﬂ, avec,B)T (7)
2d

- -1 28-1
alors on peut écrire g = # = % pour p = /fj €12,2%],2% 1= 75,
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SivelP alors vell > vod Ll est continue et la forme bilinéaire agp (u, v) := JoVu-Vv+ [o(uo@)v, Y(u,v) €
(H})? est aussi continue sur H}. On en déduit également que si :

Al,p‘i‘r]pﬁp >0 (8)
avec A p(R2) :=inf{[, |Vv[>: v e H}, [, vIP =1} et g :=inf{[,(v o ®)v: [, |v|P =1}, alors ap est coercive sur HJ.
Ainsi, en utilisant a nouveau le théoréme de Lax-Milgram, nous en déduisons :

Proposition 2. Si (7) et (8) sont satisfaites, alors I'équation (4) posséde une unique solution faible.

Les hypothéses assurant I'existence et I'unicité que nous avons vues jusqu'a présent ((5), (6) et (8)) sont satisfaites
lorsque la déviation @ est suffisamment réguliére et proche de l'identité. S'il est effectivement intuitivement clair qu'on
a existence et unicité pour (4) dans le cas ot @ est proche de I'identité, nous allons donner deux exemples qui suggérent
qu’il y a d’autres cas d’existence et d’unicité.

Considérons tout d’abord le cas un peu extréme d’'une déviation constante ot @ (x) = xo avec xo un point donné de 2,
g =0 et cherchons une solution (classique) de :

—Au+u(xg) =0 dans £, u=0, surof. 9)

Soit u une telle solution, si u(xgp) =0, alors u =0, et si u(xp) # 0, on peut supposer que u(xg) = 1, mais alors par le principe
du maximum on devrait avoir u < 0 sur £2, ce qui est absurde. Ainsi, la solution nulle est I'unique solution de (9).
Considérons maintenant sur I'espace entier 1'équation :

Au(x) = Au(ex) pourxeRY (10)

avec A > 0 et £ €10, 1[. On cherche ici une solution L? résolvant (10) au sens des distributions; il est clair qu'une telle
solution est en fait H™ pour tout m € N et donc en particulier C*.

Proposition 3. La seule solution L? de (10) est la solution nulle.
3. Cas non linéaire

Nous nous intéressons maintenant au cas de I’équation non linéaire :

Au=fuo®)+g dans, u=0, surds (11)

oll gel? & : 2 — £ est une application mesurable dont la mesure image est absolument continue avec une densité L>,
C'est-a-dire que (3) a lieu et f : R — R est continue et sous-linéaire, c’est-a-dire qu'’il existe M > 0 et @ € [0, 1] tels que :

|[fO| <M(1+]t]*), VteR. (12)
Proposition 4. Sous les hypothéses ci-dessus, I'équation (11) posséde au moins une solution faible.

Preuve. Pour v € L2 notons u := Tv la solution faible de

Au=f(vod)+g, uecH)]. (13)

Tout d’abord, on commence par vérifier que v o @ € L? pour tout v € L?; en effet, grice a I'inégalité de Holder, on
allvo®@l2 <llpne ||¥3||V||L2. Aussi, d’aprés I'inégalité de Young appliquée a (12), pour § > 0, il existe Cs suffisament grand
tel que :

|f@®)] <Cs+38lt], VteR. (14)

Cette derniére inégalité montre que f(w) € L? pour tout w € L%. On observe maintenant que, sous I'hypothése de continuité
de f et linégalité (14), le théoréme de convergence dominée permet de dire que v € L> — f(v o ®) € L? est continue,
de sorte que T est continue et, avec la compacité de I'injection de Hé dans L2, que I'image par T d'un borné de L? est
relativement compacte.

En multipliant (13) par u, en utilisant (14) et en notant A1 la premiére valeur propre du Laplacien de Dirichlet sur £2,
on a alors :

1/2
il < 1Vul?s < lullz (gl + kel 2 (Cs +8IvIl2)).- (15)
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Choisissons maintenant § tel que 28| e ||¥3 <A etR> %[Hglle + C5||[/Lq>||2£c2]. Il découle de (15) que T envoie la boule

fermée B de L% de rayon R et de centre 0 dans elle-méme. Comme T (B) est relativement compacte, il découle du théoréme
du point fixe de Schauder que T posséde un point fixe dans B, c’est-a-dire que (11) posséde au moins une solution faible. O

Intéressons nous maintenant a la question de I'unicité de la solution de (11). Tout d’abord, il est clair que si f est
lipschitzienne (auquel cas on n’a plus besoin de I'hypothése de sous-linéarité (12)) et, en définissant T comme ci-dessus,

. 1/2
A P . N Li
alors les mémes arguments que précédemment conduisent a [|T(v1) — T(v2)ll;2 < M”V] — V3|2, de sorte que T

est une contraction dés que la constante dans le membre de droite est strictement inférieure a 1; on obtient alors :

Proposition 5. Si @ satisfait I'hypothése de régularité (3), f est lipschitzienne et si Lip(f)|| Lo ||1£3 <Ap:i= inf{fQ [Vv|]%: v e H},
fﬂ vZ =1}, alors I'équation (11) posséde une unique solution faible.

Un autre cas d'unicité peut étre obtenu par monotonie. Supposons toujours que f est lipschitzienne, que (3) a lieu et
aussi que f satisfait 'hypothése de monotonie suivante :

il existe o > O tel que  (f(£) — f(9))(t —5) > a(t — ), V(t,5) e R (16)

Toujours sous I'hypothése (3), introduisons également la norme de I'opérateur v € L2 +—> w — w o @ € L2, i.e. la quantité
Mg = sup{|lw — wo @[ 2: |[w]|2 =1} ainsi que mg = inf{||w o Q>||i2: lwll;2 = 1} = essinfue, alors on a le résultat
d'unicité :

Proposition 6. Supposons que @ satisfait I'hypothése de régularité (3), que f est lipschitzienne et satisfait (16). Si, de plus, on
ai +amg > Lip(f)lne ||¥02M¢ avec \q définie comme dans la Proposition 5, alors I'équation (11) posséde au plus une solution
faible.
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