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dans G lorsqu'ils ne le sont pas dans G. Un graphe est dit auto-complémentaire s'il est
isomorphe a son complément. Deux graphes G et H sont hémimorphes si G est isomorphe
a H ou A H. Un graphe G a n sommets est (—2)-monohémimorphe si tous ses sous-graphes
Présenté par le Comité de rédaction induits a n — 2 sommets sont hémimorphes. Nous montrons que les seuls graphes (—2)-
monohémimorphes d’au moins 5 sommets sont les graphes complets, vides et les graphes
aréte-transitifs et auto-complémentaires.

© 2012 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

ABSTRACT

We consider only finite, simple and undirected graphs. The complement of a graph G is the
graph G having the same vertices as G and such that two vertices are adjacent in G when
they are not in G. A graph is self-complementary if it is isomorphic to its complement. Two
graphs G and H are hemimorphic if G is isomorphic to H or to H. A graph G on n vertices
is (—2)-monohemimorphic if all its induced subgraphs on n — 2 vertices are hemimorphic.
We prove that the only (—2)-monohemimorphic graphs with at least 5 vertices are the
complete graphs, the empty graphs and the graphs which are edge-transitive and self-
complementary.

© 2012 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

The notion of monomorphy was introduced by R. Fraissé [4] for relations. In the case of tournaments, the most important
problem is the characterization of (—k)-monomorphic tournaments. A tournament T on n vertices is (—k)-monomorphic if
all its induced subtournaments on n — k vertices are isomorphic. For example, a total order is always (—k)-monomorphic.
The problem of the characterization of (—1)-monomorphic tournaments proposed by A. Kotzig (see [3], problem 43, p. 252)
is still open. For k = 2, it is easy to see that a tournament whose automorphism group acts transitively on the set of
its arcs is (—2)-monomorphic. Such tournaments are called arc-transitive and were characterized by W. Kantor [7] and by
J.L. Berggren [1]. Moreover, M. Jean [6] proved that a (—2)-monomorphic tournament is a total order or an arc-transitive
tournament. A simple proof of this result was found later by M. Pouzet [9] using some elementary combinatorial techniques.
Later, Y. Boudabbous [2] proposed a weak notion of monomorphy using the notion of hemimorphy instead of isomorphy.
Let T be a tournament, the converse of T is the tournament T* obtained from T by reversing all its arcs. Two tournaments
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T and T’ are hemimorphic if T is isomorphic to T’ or T’*. A tournament on n vertices is (—k)-monohemimorphic if all
its induced subtournaments on n — k vertices are hemimorphic. Y. Boudabbous [2] proved that a (—2)-monohemimorphic
tournament is necessarily (—2)-monomorphic. In this Note, we study a similar problem for finite simple and undirected
graphs. A graph is an ordered pair G = (V, E) where V is a set and E is a subset of the set (‘2/) of two-element subsets
of V; elements of V and E are the vertices and edges of G; given G the sets V and E are denoted by V(G) and E(G). For
example, for a set V, (V, (‘2/)) is the complete graph on V, whereas (V, @) is the empty graph.

Let G be a graph. Two vertices x and y of G are adjacent if {x, y} € E(G). The complement of G is the graph G such that
V(G) = V(G) and E(G) = (V') \ E(G). For a subset X of V(G), we denote by G[X]= (X, (5) N E(G)) the subgraph of G
induced by X and by G — X the subgraph of G induced by V \ X.

Given two graphs G and H, a bijection f from V(G) onto V (H) is an isomorphism from G onto H provided that for any
x,y € V(G), {x, y} € E(G) if and only if {f(x), f(y)} € E(H). Two graphs are then isomorphic if there exists an isomorphism
from one onto the other. A graph is self-complementary if it is isomorphic to its complement. An automorphism of a graph G
is an isomorphism from G into itself. The set of automorphisms of a graph G is a group, called the automorphism group of
G and denoted by Aut(G). If the group Aut(G) acts transitively on V(G) (resp. on E(G)), then G is called a vertex-transitive
(resp. edge-transitive) graph. A graph which is both vertex-transitive and edge-transitive is called a symmetric graph.

A graph G on n vertices is (—k)-monomorphic if all its induced subgraphs with n — k vertices are isomorphic. It is well
known that a graph with at least two vertices is (—1)-monomorphic if and only if it is vertex-transitive, and easy to show
that a (—2)-monomorphic graph with at least 4 vertices is a complete graph or an empty graph.

Let G and H be two graphs. An hemimorphism from G onto H is an isomorphism from G onto H or onto H. A graph
G on n vertices is (—k)-monohemimorphic if all its induced subgraphs with n — k vertices are hemimorphic. Clearly, the
complete graphs or the empty graphs are (—2)-monohemimorphic Moreover, it is easy to see that a self-complementary
edge-transitive graph is (—2)-monohemimorphic. In this Note, we establish the following:

Theorem 1. A graph with at least 5 vertices is (—2)-monohemimorphic if and only if it is a complete graph, an empty graph or it is a
self-complementary and edge-transitive graph.

It is not difficult to prove that a graph which is self-complementary and edge-transitive is also vertex-transitive and
then a symmetric graph. W. Peisert [8] gives a full description of self-complementary symmetric graphs and their au-
tomorphism groups. In particular, he proved that apart the well-known Paley graphs, there is another infinite family of
self-complementary symmetric graphs and, in addition, one more graph not belonging to any of these families.

1. Introduction

Un graphe (simple, non orienté) G est un couple (V, E) oli V est un ensemble et E est une partie de 'ensemble (‘2/) des
paires d’éléments de V ; les éléments de V et E sont les sommets et les arétes de G ; pour un graphe G, les ensembles V et
E sont notés V(G) et E(G). Par exemple, étant donné un ensemble V, le graphe (V, (‘2/)) est le graphe complet sur V, tandis

que le graphe (V, ) est le graphe vide. Le complément de G est le graphe G tel que V(G) = V(G) et E(G) = (V(ZG)) \ E(G).

Deux sommets x et y de G sont adjacents si {x, y} € E(G). L'ensemble des sommets adjacents a un sommet x est noté
N¢(x); le degré de x est dg(x) = [Ng(x)|. Le graphe G est régulier si tous ses sommets ont le méme degré. Soit X une partie
de V(G); le sous-graphe de G induit sur X est G[X] = (X, ()2() N E(G)); le sous-graphe induit sur V \ X est noté G — X. Une
clique (resp. un stable) de G est un ensemble de sommets de G deux a deux adjacents (resp. non adjacents). Une partie W
de V(G) est dite homogeéne si W est une clique ou un stable.

Soient G et H deux graphes. Une bijection f de V(G) sur V(H) est un isomorphisme de G sur H si pour tous x, y € V(G),
{x, y} € E(G) si et seulement si {f(x), f(y)} € E(G). Un anti-isomorphisme de G sur H est un isomorphisme de G sur H. Les
graphes G et H sont isomorphes (resp. anti-isomorphes) s'il existe un isomorphisme (resp. un anti-isomorphisme) de l'un
sur l'autre. Un hémimorphisme de G sur H est un isomorphisme de G sur H ou de G sur H. Les graphes G et H sont
hémimorphes s’il existe un hémimorphisme de I'un sur I'autre. Un automorphisme d’'un graphe G est un isomorphisme de G
sur lui méme. Les automorphismes d’'un graphe G forment un groupe noté Aut(G). Si le groupe Aut(G) agit transitivement
sur V(G) (resp. sur E(G)), nous disons que G est un graphe sommet-transitif (resp. aréte-transitif). Un graphe est auto-
complémentaire s’il est isomorphe a son complément. Par exemple, le graphe Cs tel que V(C5) ={1,2,3,4,5} et E(C5) =
{{1,2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 5}, {5, 1}} est aréte-transitif, auto-complémentaire et sommet-transitif.

Un graphe G est (—k)-monomorphe (resp. (—k)-monohémimorphe) si les sous-graphes de G induits par les parties de
V(G) a n—k éléments sont tous isomorphes (resp. hémimorphes). Il est bien connu qu’'un graphe a au moins 2 sommets est
(—1)-monomorphe si et seulement si il est sommet-transitif et on peut vérifier aisement qu'un graphe (—2)-monomorphe
G avec |V (G)| = 4 est complet ou vide. Par ailleurs, il est facile de voir qu'un graphe aréte-transitif et auto-complémentaire
est (—2)-monohémimorphe. Dans cette Note, nous établissons le théoréme suivant :

Théoréme 1. Un graphe ayant au moins 5 sommets est (—2)-monohémimorphe si et seulement si il est complet, vide ou un graphe
auto-complémentaire et aréte-transitif.
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2. Propriétés des graphes (—2)-monohémimorphes

Soit G un graphe et k > 1. Notons A®(G) le nombre de parties homogénes de G i k éléments. Pour tous sommets
X1,X2,...,X de G, notons par A,((’?,_.xr(G) le nombre de parties homogénes de G a k éléments contenant X1, X3, ..., Xr.

Dans le cas ol G est un graphe (—2)-monohémimorphe a n sommets, le nombre des parties homogénes de G a k
éléments contenues dans une partie quelconque X de V(G) a n — 2 éléments est indépendant de X. Ce nombre sera noté

A% (G).
En adaptant la technique utilisée en [9], on obtient le résultat suivant :

Lemme 2. Soit G un graphe (—2)-monohémimorphe a n sommets avecn > 5.

. 3 — 3
(i) Pourx e V(G),ona AP (G) = mig;ﬁ&;(c) :

(ii) Pourx#y € V(G), ona AL (G) = 58— A% (G).

Démonstration. Soit x € V(G). On a A® (G —x) = (anz;) > ax A®(G — {x,2}) = MAg(c). 1l s’ensuit que A®(G) =

(n—4)
i3 Yevio) APG — 0 = 2525 AP(6) et par suite AL (G) = AG(G) — AP(G — %) = 255 AC)(G). Soient x #
yeVG).ona AP G-y) = AP G -y)— AP G —{x. y}. Donc A (G) = AP (G) — AP (G—y) - AP (G -0 — AP (G-
xyh=A0G) = AP G —x) — AP (G — y) + AP(G — (x, y}). Par suite, AL (G) = L5 A%(G). O

Dans toute la suite, nous utilisons les notations suivantes. Si G est un graphe (—2)-monohémimorphe a au moins 5
sommets, on note A?)(G) le nombre de parties homogénes de G a 3 éléments contenant un élément arbitraire de V(G), et

A?)(G) le nombre de parties homogénes de G a 3 éléments contenant deux éléments distincts et arbitraires de V (G). Par
ailleurs, pour x # y € V(G), on pose Axy = Ng(x) "Ng(¥), Bxy = Nc(X) NNz (y), Cxy = Nz(x) "Ng(y), Dxy = Ng(x) "Nz (y).

Lemme 3. Soit G un graphe (—2)-monohémimorphe a au moins 5 sommets, X, y, z, t des sommets de G et f un hémimorphisme de
G — {x, y} sur G — {z, t}. Alors Aﬁ)y(c) = A?()u)zt(c) pour tout sommet u distinct de x et de y. Il s’ensuit que

(i) Si{x,y}, {z,t} € E(G) alors f(Axy) = Az.

(ii) Si{x,y},{z,t} ¢ E(G) alors f(Dyy) = Dy.
(iii) Si{x, y} € E(G) et {z,t} ¢ E(G) alors f(Axy) = Dy.
(iv) Si{x, y} ¢ E(G) et {z,t} € E(G) alors f(Dxy) = Az.

Démonstration. Pour u € V(G) — {x, y}, on a A, (G) = AP (G — (x, yH + AR (G)+ A (G) — AP (6) = AP (G — {x, y) +
2A§3)(G) — A?)(G). De méme, A(ﬁ()u)zt(c) = Aj?()u)(c —{z,t}) +2A§3)(G) — A?)(G). Or f est un hémimorphisme de G —{x, y}

sur G — {z, t}, donc, AP (G — {x, y}) = A%)(G — {z,t}) et par suite ALYy (G) = A(f()m(c). 0

Remarque 1. Soit G un graphe 3 5 sommets. Si A (G) =0 alors G est isomorphe au cycle Cs. Si A®(G) >1 et si G est
(—2)-monohémimorphe alors toute partie de V(G) a 3 éléments est une partie homogéne de G et par suite G est le graphe
complet ou le graphe vide.

Lemme 4. Soit G un graphe (—2)-monohémimorphe a n sommets avec n > 5. Pour tous sommets X # y, z # t, les graphes G — {x, y}
et G — {z,t} sont isomorphes si et seulement si {x, y}, {z,t} € E(G) ousi {x, ¥}, {z,t} ¢ E(G).

Démonstration. Il suffit de prouver que G — {x, y} et G — {z,t} sont isomorphes si {x, y}, {z,t} € E(G) ou si {x, y}, {z,t}.
En effet, si la réciproque est fausse, c'est-a-dire s’il existe des sommets xo # Yo, Zo # to avec G — {xo, yo} et G — {zo, to}
isomorphes, mais par exemple, {xp, yo} € E(G) et {zo,to} ¢ E(G). Le graphe G serait alors (—2)-monomorphe G et par suite
c'est le graphe complet ou le graphe vide, contradiction.

Par ailleurs, quitte & remplacer G par G, il suffit de prouver le résultat lorsque {x, y}, {z,t} € E(G). Pour cela, supposons
par I'absurde qu'il existe un anti-isomorphisme f de G — {x, y} sur G — {z,t}. Nous allons obtenir une contradiction en
distinguant deux cas.

Cas 1. Af)(G) > 2. Dans ce cas, on a |Axy| > 2. Soit alors a # a’ € Axy. D'aprés le lemme 3, on a f(a), f(a’) € Ayz. Si
{a,d’} € E(G) alors A(3)(G —{x,yh = Af)(G) —2. De plus, {f(a), f(a)} ¢ E(G) car f est un anti-isomorphisme de G — {x, y}

ad
sur G — {z,t}, donc A® ,)(G —{z,t}) = Af)(G). Il s’ensuit que Afj?(c —{x, ¥y} # A(fB()a)f(a,)(G —{z,t}) et ceci contredit le

f@f@
fait que f est un hémimorphisme de G — {x, y} sur G — {z,t}.
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Cas 2. Af)(G) < 1. Si n=5, on conclut par la remarque 1. Si n > 6 alors A®(G) > 1 (cest la premiére instance du
théoréme de Ramsey). Il s’ensuit que A?)(G) =1 et donc la famille F des parties homogenes a trois éléments de V(G) est
un systéme de Steiner. Il en résulte que |F| = %n(n — 1) et que n est congru a 1 ou a 3 modulo 6. Par ailleurs, d’apres la
minoration du nombre des parties homogénes a trois éléments d’'un graphe arbitraire, obtenue par A\W. Goodman [5], on a
|Fl > 21—4n(n —1)(n — 5) et par suite n <9. Il nous reste donc a exclure les cas n =7 et n =9. Nous procédons comme suit.

Fait 1. D, est une clique d’au plus deux éléments pour toute paire {u, v} € E(G). En effet, si dy et d, sont deux éléments
distincts de Dy, et si la paire {dq,d,} n’est pas une aréte de G alors {dq,d>,u} et {dq,d, v} sont deux parties homogénes
de G ayant une paire en commun, ce qui contredit A?) (G) =1. Ainsi Dy, est une clique.

Supposons que Dy, contienne trois éléments distincts di, do, d3. Soit w un élément de D,q,. Comme {d1,d>,ds3} est
une clique de G, cet élément est distinct de d, et d3. Or AE,EL(G) =1, donc {d, w} € E(G) et {d3, w} € E(G). Mais alors
{dq,da,d3} et {d1,d>, w} sont deux parties homogéenes de G ayant une paire en commun. Contradiction.

Fait 2. | f(Dxy) ND| < 1. En effet, si Dy, contient deux éléments distincts d, d’ tels que f(d), f(d") € Dy, on a {d,d’'} € E(G)
car Dyy est une clique. Par ailleurs, f est un anti-isomorphisme donc {f(d), f(d)} ¢ E(G), ceci contredit le fait que D, est
une clique.

Fait 3. |Byy U Cxy| < 2. En vertu du fait 1, il suffit de montrer que f(Bxy U Cxy) S Dz. Comme A(23)(G) =1,0na |Ay|=1,
|Az| = 1. Soient a, @’ tels que Axy = {a} et A, = {a’}. D’aprés le lemme 3(i), on a f(a) =a’. Soit u € Bxy U Cxy. Le sommet a
n'est pas adjacent a u car A,(fl)(G) = Afa)(G) = 1. Par ailleurs, f est un anti-isomorphisme donc f(a) =a’ est adjacent a
f(u), et par suite f(u) ¢ By U Cy car AZ?(G) = AE?(G) =1. Donc f(u) € Dg. Il en résulte que f(Bxy U Cxy) S Dz et par
suite |Byxy U Cxy| <Dyl < 2.

D’aprés les faits 1, 2 et 3, on a n = |Axy| + |Bxy U Cxy| + [Dxyl +2 < 7. Donc n =7, |Dxy| = |Dz| =2 et |Bxy U Cxy| =
|B; UCy| = 2. Par suite |[E(G—{x, y})| = |E(G—{z,t})| = |E(G)| —5. Or G—{x, y} est isomorphe & G —{z,t} et |E(G—{z,t})|+
|E(G—{z,t})| = (;) =10, donc |E(G — {z,t})| = |E(G — {z, t})| = 5. Il s’ensuit que pour tous v # w € V(G), |E(G—{v,w})|=5
car G est (—2)-monohémimorphe. Soit o € V(G). On a alors, |E(G — a)| = ,11?3 ZXGV(G—&) |E(G — {a,x})| = %. D'ou la
contradiction. O

Notons qu'en vertu du lemme 4 si f est isomorphisme de G — {x, y} sur G — {z,t} alors soit {x, ¥}, {z,t} € E(G) soit
{x, y},{z,t} ¢ E(G).

Corollaire 5. Un graphe (—2)-monohémimorphe G a au moins 5 sommets est régulier.

Démonstration. Si |V (G)| =5, on conclut par la remarque 1. Supposons que |V (G)| > 6. Notons que si u et v sont deux
sommets distincts d'un graphe quelconque G, on a dg(u) +dg(v) = |E(G)| — |E(G — {u, v})| + G(uv) (notation dans laquelle
G(uv) =1 si {u,v} € E(G) et G(uv) =0 sinon). Soit alors x # y € V(G). Comme |V (G)| > 6, on a Af)(G) > 1 et par suite
il existe z € V(G) — {x, y} tel que {x,y,z} est une partie homogéne de G. D’aprés le lemme 4, les graphes G — {x, y},
G —{x,z} et G—{y, z} ont le méme nombre d’arétes. Il s’ensuit que d¢(y) +d¢(2) =d¢(x) +dc(y) =dg(x) +dg(2). Par suite
dc(x) =dc(y). O

3. Preuve du théoréme principal

Nous allons, a présent, démontrer le théoréme principal de cette Note.

Démonstration. Les graphes complets et vides sont trivialement (—2)-monohémimorphes. Par ailleurs, il est facile de mon-
trer que les graphes auto-complémentaires et aréte-transitifs sont (—2)-monohémimorphes.

Réciproquement, soit G un graphe (—2)-monohémimorphe a au moins 5 sommets. Si |V (G)| =5, on conclut par la
remarque 1. Supposons, dans toute la suite, que |V (G)| > 6. Soit {x, y} € E(G) et z#t € V(G) et f un hémimorphisme de

G —{x,y} sur G —{z,t}.

Fait 1. f(Bxy U Cxy) = Bz U Cy. En effet, d’apres le corollaire 5, G est régulier, donc il existe k > 1 tel que dg(u) =k pour
tout u de V(G).

Cas 1. {z,t} € E(G). D’aprés le lemme 4, f un isomorphisme de G — {x, y} sur G —{z,t}. On a alors pour tout z € V(G)\ {x, y},
dG_(x,y)(2) =dg_{z,1)(f(2)). Il s’ensuit que pour tout u de V(G) \ {x, y}, on a

k—2 siueAy k—2 sif(u)eAy;

do—xyyw)={ k=1 siueByy UCxy et do_zny(fw)=4k—1 sif(u)eByUCy
k Siue Dyy k si f(u) € Dy
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Donc f(Axy) = Az , f(Dxy) =Dz et f(Bxy UCxy) = Bz UCy.

Cas 2. {z,t} ¢ E(G). D’aprés le lemme 3, on a f(Axy) = Dy. Soit a € Ayy. On a alors dg_ix,yy(@) =k — 2 et dg_iz11(f (@) =k
car f(a) € Dy. Donc f est forcément un anti-isomorphisme. Il s’ensuit que dg_ix,y1(a) = [V(G)| — 3 — dg—(z,1;(f (@) et
par conséquent, |V (G)| =2k + 1. Soit d € Dyy. On a dg_(x,y)(d) =k =|V(G)| =3 —dg_(z,1(f(d)). Si f(d) € By U Cy alors
d—(zy(f(d) =k — 1 et par suite |V (G)| =2k + 2, contradiction. Il en résulte que f(d) € Azx. Donc f(Dxy) € Az. Soit
q€ByxyUCyy. On adg_x,y)(q) =k —1=|V(G)| =3 —dg—iz,05(f(@)). Si f(q) € Az alors dg_iz1,(f(q)) =k — 2 et par suite
|V (G)| = 2k, contradiction. Il en résulte que f(q) € Byt U Cy. Donc f(Bxy U Cxy) € Bz U C,. Comme f est bijective, on aura
f(Dyy) = Az et f(Bxy UCxy) =Bz UCy.

Fait 2. f(Bxy) = Bx ou f(Bxy) = Cy. En effet, supposons qu'il existe b # b’ € By tels que f(b) € By et f(b') € Cx. On a
alors Aﬁ),(c — i yh=aPG) —1et A}B‘()b)f(b,)(c —{z,t)) = AY(G) et ceci contredit le fait que f est un hémimorphisme
de G — {x,y} sur G — {z,t}. Donc f(Bxy) € B; ou f(Bxy) C Cy. Par ailleurs, on a dg(x) = |Axy| + |Bxyl + 1, dg(¥) =
|Axy|l + |Cxy| + 1. Comme G est régulier, on a |Byy| = |Cxyl.

Cas 1. {z,t} € E(G). Dans ce cas dg(z) = |Az| + |Bz| + 1, dg(t) = |Az| + |Cxt| + 1.
Cas 2. {z,t} ¢ E(G). Alors dg(2) = |Az| + |Bzt|, dg(t) = [Az| + |Czl.

Comme G est régulier, dans les deux cas on a |By| = [Cyx]. Or |Bxy| = |Cyxy| et d’aprés le fait 1, |[Bxy U Cxy| = |Bz U Cx],
donc |Byy| = |Cxy| = |Bzt| = |Cx|. Il s'ensuit que f(Bxy) = Bz ou f(Bxy) = Cz.
Avec le fait 2, on procéde comme suit.

(a) Supposons que {z,t} € E(G) et f(Bxy) = By (resp. f(_Bxy) = Cz). On a alors f(Cxy) = Cx (resp. f(Cxy) = Bz) car
f(Bxy U Cxy) = Bz U Cx. Dans ce cas la permutation f de V(G) qui coincide avec f sur V(G) — {x, y} et telle que
f(x)=zet f(y)=t (resp. f(x) =t et f(y) =z) est un automorphisme de G et on a f({x, y}) = {z, t}.

(b) Supposons que {z,t} ¢ E(G) et f(Bxy) = Bz (resp. f(?xy) = Cz). On a alors f(Cxy) = Cx (resp. f(Cxy) = Bz) car
f(Bxy U Cxy) = Bz U Cy. Dans ce cas, la permutation f de V(G) qui coincide avec f sur V(G) — {x, y} et telle que
fx)=tet f(y) =z (resp. f(x) =z et f(y)=t) est un isomorphisme de G sur G.

D'aprés (b), les graphes G et G sont isomorphes et par suite G est auto-complémentaire. O
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