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INFO ARTICLE RESUME

Historique de l'article : Dans cette Note, nous étudions la synchronisation exacte d’'un systéme couplé d’équations
Requ le 29 aot 2012 des ondes par des contrdles frontiéres de Dirichlet et diverses idées connexes sont
Accepté le 14 septembre 2012 introduites. En utilisant la nulle contrélabilité exacte d’'un systéme réduit couplé, et sous
Disponible sur Internet le 2 octobre 2012 certaines conditions de compatibilité, nous avons établi la synchronisation exacte, la
Présenté par Philippe G. Ciarlet synchronisation exacte par groupes, et la nulle controlabilité et la synchronisation exacte

par groupes, au moyen de contrdles convenables.
© 2012 Publié par Elsevier Masson SAS pour I'’Académie des sciences.

ABSTRACT

In this Note, the exact synchronization for a coupled system of wave equations with
Dirichlet boundary controls and some related concepts are introduced. By means of
the exact null controllability of a reduced coupled system, under certain conditions of
compatibility, the exact synchronization, the exact synchronization by groups, and the exact
null controllability and synchronization by groups are all realized by suitable boundary
controls.

© 2012 Publié par Elsevier Masson SAS pour I'’Académie des sciences.

Abridged English version

Synchronization is a widespread natural phenomenon. In principle, synchronization happens when different individuals
possess likeness in nature, that is, they conform essentially to the same governing equations, and meanwhile, the individuals
should bear a certain coupled relation. The phenomenon of synchronization was first observed by Huygens in 1665 [3]. The
theoretical research on synchronization phenomena dates back to Fujisaka and Yamada’s [2] study of synchronization for
coupled systems in 1983. The previous studies focussed on systems described by ordinary differential equations.

In this Note, we will consider the synchronization of the following coupled system of wave equations:

Adresses e-mail : dqli@fudan.edu.cn (T. Li), bopeng.rao@math.unistra.fr (B. Rao).

1631-073X/$ - see front matter © 2012 Publié par Elsevier Masson SAS pour I'’Académie des sciences.
http://dx.doi.org/10.1016/j.crma.2012.09.007


http://dx.doi.org/10.1016/j.crma.2012.09.007
http://www.ScienceDirect.com/
http://www.sciencedirect.com
mailto:dqli@fudan.edu.cn
mailto:bopeng.rao@math.unistra.fr
http://dx.doi.org/10.1016/j.crma.2012.09.007

768 T. Li, B. Rao / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1 350 (2012) 767-772

3%U .

— — AU+ AU=0 in £2,

o2

U=0 on [y, )
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t=0: U=U ou =U

=VU. =vo, ot =U1,
where U= @®,...,u™)T is the state variable, A € MN(R) with constant elements a;j (i, j=1,...,N) is the coupling
matrix and H = (hD, ..., h™)T is the boundary control.

Definition 1. Problem (1) is exactly synchronizable at time T > 0, if for any given initial data (Ug, U7) € (L2(2)N x
(H=1(£2))N, there exists a suitable boundary control H € (L2(0, +o00; L%(I'1)))N with compact support in [0, T1], such that
the corresponding solution U = U (t, x) to problem (1) satisfies the following final condition

t>T: uVW=u@P=...=2uM .=y, (2)
“The exact synchronization is linked with the exact null controllability. In fact, let W = (w®, ..., w=)T with w® =
u*D —y® (G=1,...,N —1), then under some conditions of compatibility on the coupling matrix A, the new state W
satisfies a reduced system of N — 1 wave equations:
2w . ,
— — AW+ AW =0 in £2,
t?
W=0 on [y,
_ 0 (3)
W=H on I7,
ow
t=0: W=W(], W=W],

where the coupling matrix A € MN~1(R), the boundary control H and the new initial data (Wg, W1) can be explicitly
determined from A, H and (Up, Uq), respectively. Therefore, the exact synchronization of the system (1) of N equations
is equivalent to the exact null controllability of the reduced system (3) of N — 1 wave equations. We first establish the
exact null controllability of system (3) via the boundary control H of N — 1 components. We next find some conditions of
compatibility on the coupling matrix A that guarantee the reduction of system (1) to system (3).

The following theorem is the main result on the exact synchronization. Various notions such as exact synchronization by
groups, exact null controllability and synchronization by groups will be developed in the complete version.

Theorem 1. Assume that problem (1) is exactly synchronizable, but not exactly null controllable. Then the coupling matrix A = (a;;)
should satisfy the following conditions of compatibility:

N
> ap=a k=1.....N, (4)
p=1

where a is a constant independent of k. Inversely, assume that the conditions of compatibility (4) hold. Then problem (1) is exactly
synchronizable by means of some boundary control H with compact support in [0, T] and hV = 0.

1. Introduction et résultats principaux

La synchronisation est un phénoméne largement répandu dans la nature. Des milliers de lucioles peuvent scintiller en
méme temps ; le public dans un théatre peut applaudir de facon rythmique ; les cellules cardiaques fonctionnent simultané-
ment; des grillons dans un champ peuvent grésiller en méme temps. Ce sont tous 1a des phénoménes de synchronisation.

En principe, la synchronisation se produit si le comportement des individus obéit a une méme équation d’'une part, et
d’autre part les individus interférent entre eux via un certain couplage. Le phénoméne de la synchronisation a été d’abord
observé par Huygens en 1665 [3], tandis que la recherche théorique remonte a I'étude de Fujisaka et Yamada en 1983 [2]
sur la synchronisation de sysémes couplés. Les résultats précédents portent tous sur les équations différentielles ordinaires.

Dans cette Note, nous étudions la synchronisation de systémes couplés distribués par I'action de controles frontiéres.
Considérons le systéme couplé d’équations des ondes suivant :

92U
— — AU+ AU=0 dans £2,
at?
U=0 sur [, )
U=H sur 7,
ou
t=0: U=Ug, —=U
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ot U= @D, ..., u™MT est la variable d’état du systéme, H = (hV, ..., hA™)T est un contrdle frontiére et A € MN(R) avec
les coefficients constants a;; (i, j=1,...,N) est une matrice du couplage. D’aprés Li et Rao [4], il n’est pas possible en
général de réaliser la controlabilité exacte d’'un systéme de N équations des ondes a I'aide de N — 1 contrdles. Néanmoins,
divers résultats plus faibles sur la controlabilité exacte avec moins de controles ont été obtenus dans la derniére décennie.
Par exemple, pour des données initiales réguliéres, la controlabilité exacte de deux équations des ondes peut étre réalisée
par un seul contrdle (voir Alabau [1], Liu et Rao [7]). Dans Li et Rao [5], nous avons introduit la notion de controlabilité
asymptotique et nous avons établi I'équivalence entre la controlabilité asymptotique du probléme primaire et I'observabilité
faible du probléme dual. De plus, par une approche de base de Riesz, Loreti et Rao [8] ont établi le meilleur taux de
décroissance de I'énergie d’'un systéme de deux équations d’évolution avec un seul terme d’amortissement.

L'objectif de cette Note est d’affaiblir la notion de controlablité exacte dans un autre sens. Si on ne peut pas ramener
toutes les composantes de la variable d’état a zéro, alors on cherchera a les ramener a la méme valeur qui est a priori
inconnue : c’est la synchronisation.

Définition 1. Le probléme (1) est exactememt synchronisable au temps T > 0 si, pour toute donnée initiale (Ug, U7) €
(L2(2)N x (H~1(£2))N, il existe un contrdle frontiére H e (L?(0, +oo; L2(I")))N ayant un support compact dans [0, T], tel
que la solution correspondante U = U(t, x) du probléme (1) satisfait la condition finale

t>T: uV=u@=...=2yM™.—y, (2)

ol u =u(t, x) est appelée I'état synchronisable.

Dans cette définition, nous exigeons que la synchronisation soit maintenue sans aucune action de controle pour t > T.
Ceci est une généralisation naturelle de la nulle controlabilité exacte. Comme la nulle controlabilité exacte implique la
synchronisation exacte, afin d’exclure ce cas trivial et d’assurer la non nulle controlabilité exacte, nous supposons que I'une
des composantes de H s’annule, par exemple, h" = 0.

La synchronisation est bien liée a la nulle controlabilité exacte. En effet, en définissant la variable auxiliaire W =
w® o wWN=T qyec w® =y@+D _y@ (G=1,...,N—1), et en supposant certaines conditions de compatibilité sur la
matrice du couplage A, la nouvelle variable d’état W satisfait un systéme réduit de N — 1 équations des ondes :

?w .
— — AW+ AW =0 dans £2,
ot2
W=0 sur [p, 3)
W=H sur I7,
ow
t:O: W:WO, W:W],

oil A est une matrice d'order N — 1 construite 3 partir de la matrice A. Ainsi, sous certaines conditions de compatibilité, la
synchronisation exacte du probléme (1) de N équations découle de la nulle controlabilité exacte du systéme réduit (3) de
N —1 équations. Basée sur cette idée, notre étude se développe dans deux directions : nous établissons la nulle controlabilité
exacte du systéme réduit (3) d’'une part, et d’autre part nous cherchons des conditions de compatibilité qui permettent de
transformer le probléme d’origine (1) en le systéme réduit (3).

Dans toute la suite 2 C R" désigne un domaine borné de frontiére I" de classe C2 telle que ' =TI U Iy avec I'1NT o=
#. Nous supposons de plus que Ip et I satisfont la condition géométrique du contrdle. Nous posons

v=H)", wH=@)".

Théoréme 1. Il existe une constante positive T > 0 dépendant seulement de 2 et de A, telle que pour toute donnée initiale (Wq, W1) €
(_LZ(Q))M x (H~1(£2))M, le probléme (3) de M équations soit exactement nul controlable au temps T au moyen d'un contréle frontiére
He (120, T;: L2 ()M,

Notons qu'aucune hypothése n'est nécessaire sur la matrice du couplage A.

Théoréme 2. Supposons que le probléme (1) est exactement synchronisable, mais non exactement nul controlable. Alors la matrice du
couplage A = (ajj) satisfait les conditions de compatibilité suivantes :

N
Zakpza, k=1,...,N, (4)
p=1

ot a est une constante indépendante de k. Réciproquement, supposons que les conditions de compatibilité (4) soient satisfaites, alors le
probléme (1) est exactement synchronisable au moyen d'un contréle frontiére H ayant un support compact dans [0, T] et hD = 0.
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Remarque. Nous pouvons montrer, sous les conditions de compatibilité (4), que I'ensemble des valeurs de (u, u¢) au temps
t =T de I'état synchronisable u remplit I'espace LZ(£2) x H~1(£2) lorsque la donnée initiale (Ug, U;) varie dans I'espace
(L2(2)N x (H~1(£2))N. En revanche, étant donnée une valeur initiale (Ug, U1), I'état synchronisable u sera gouverné par
I’équation des ondes suivante :

92u
t>T: a?—Au—i—au:O dans 2,
u=20 sur I.

Ainsi, I'évolution de u sera déterminée entiérement par la valeur de (u,u;) en t = T. Or cette valeur dépend de la donnée
initiale (Up,Up) et du contrdle H, donc elle n'est pas connue a priori. Dans un exemple de deux équations des ondes
en dimension un, nous pouvons montrer par la méthode de Fourier que les hautes fréquences de I'état synchronisable u
s'approche de celles de la moyenne de données initiales du probléme d’origine.

En regroupant les composantes de U en p groupes, nous cherchons un controle frontiére H dont au moins p compo-
santes sont identiquement nulles, tel que les p groupes soient synchronisés indépendamment. Pour simplifier I'exposé, nous
considérons seulement le cas de deux groupes; par exemple, nous arrangeons les composantes de U comme (u®, ..., u™)
et (wmMtD .y,

Définition 2. Le probléme (1) est exactement synchronisable par 2-groupes au temps T > 0 si, pour toute donnée initiale
(Uo, U1) € (L2(2)N x (H~1(£2))N, il existe un contrdle frontiére H € (L%(0, oo; L2(I7)))N ayant un support compact dans
[0, T], tel que la solution U = U(t, x) du probléme (1) satisfait la condition finale

t>T: uV=...=2y™.—y, umh = =y Ny, (5)
et le couple (u, v) est appelé I'état synchronisable par 2-groupes.
Théoréme 3. Supposons que le probléme (1) est exactement synchronisable par 2-groupes au temps T > 0. Supposons de plus qu'il

existe au moins une donnée initiale (Ug, U1) telle que les deux composantes u et v de l'état synchronisable soient linéairement indé-
pendantes, alors la matrice du couplage A = (a;j) satisfait les conditions de compatibilité suivantes :

m m N N
Zakp:Zalp, k,l=1,...,m; Z Qp = Z ap, kil=m+1,...,N. (6)
p=1 p=1

p=m+1 p=m+1
Réciproquement, supposons que les conditions de compatibilité (6) soient satisfaites. Alors le probléme (1) est exactement synchroni-
sable par 2-groupes au moyen d’un controle frontiére H ayant un support compact dans [0, T] et k(D = h(m+D =,

Nous gardons I'arrangement de U en deux groupes. Mais cette fois-ci, nous cherchons un contréle qui raméne les compo-
santes du premier groupe a zéro et celles du deuxiéme groupe a la méme valeur. C'est un probléme mixte de controlabilité
et synchronisation partielle.

Définition 3. Le probléme (1) est exactement nul controllable et synchronisable par 2-groupes au temps T > 0 si, pour
toute donnée initiale (Ug, U7) € (L2(£2))N x (H~1(£2))V, il existe un contréle frontiére H € (L2(0, +o0; L2(I'))))N ayant un
support compact dans [0, T], tel que la solution U = U (t, x) du probléme (1) satisfait la condition finale

t>T: uWP=...=2u™=0 umh = =y N .=y (7)
et u=u(t,x) est appelé I'état partiellement synchronisable.

Théoréme 4. Supposons que le probléme (1) est exactement nul controlable et synchronisable par 2-groupes, mais non exactement
nul controlable. Alors la matrice du couplage A = (ajj) satisait les conditions de compatibilité suivantes :

N N N
Z ap =0, k=1,...,m; Z Qp = Z ap, kil=m+1,...,N. (8)
p=m+1 p=m+1 p=m+1

Réciproquement, supposons que les conditions de compatibilité (8) soient satisfaites, alors le probléme (1) est exactement nul control-
lable et synchronisable par 2-groupes au moyen d’un contréle frontiére H ayant un support compact dans [0, T] et tel que h™+1 =0,
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2. Démonstrations des résultats principaux

Démonstration du Théoréme 1. Soit @ = (¢V, ..., )T Considérons le probléme adjoint suivant
B -
F—Acb-i-ATzD:O dans £,
@ =0 sur I', 9)
0D
t=0: =@y, — =Pq.
at

Par la méthode HUM de ].-L. Lions [6], il suffit d’établir les inégalités d’observabilité suivantes :

T
/‘ / 0P
C —_
av

0 Iy
Ecrivons (9) sous la forme d’'une équation d’évolution du premier ordre :

() =(2 (@)= (5 0)(2)=4(2) ()

D'aprés un résultat de perturbation de Mehrenberger [9], pour établir les inégalités (10), il suffit de montrer qu'elles sont
vraies pour le systéme découplé (cas A =0); ensuite, le systéme des vecteurs propres généralisés de .4+ I3 forme une base
de Riesz au sens des sous-espaces dans V x H ; enfin, le probléme

2
drde. (10)

T
2
oD
drde < ||¢0||%;+||¢1||%¢<C//‘W
0N

foXed
A+B)(DP,¥)=A(D,¥) et Fm =0 surly
n'admet que la solution triviale. O

Démonstration du Théoréme 2. La condition finale (2) implique qu'il existe une fonction scalaire u telle que

8%u N
t>T: W—Au+(;akp>u=0 dans 2, k=1,2,...,N.

En particulier, on a

N N
t>T: (Zakp)uz(z%)u dans 2, k,I=1,...,N.
p=1 p=1

Le probléme (1) n’étant pas exactememt nul controlable, il existe au moins une donnée initiale (Ug, U1) pour laquelle la
fonction correspondante u ne s'annule pas identiquement; ceci implique les conditions (4). Réciproquement, en posant
w® =y @+ _y® pour 1 <i< N —1 et sous les conditions (4), on trouve que W = (WD, ..., wN=D)T est |a solution du
probléme (3) ot1 la matrice du couplage réduite A = (ajj) est donnée par

N j
ajj = Z (Cli+1,p—aip)=Z(ﬂip—ai+1,p), i,j=1,...,N—-1, (11)
p=j+1 p=1

et les nouvelles données initiales sont déterminées par
@ _ ., (+1) () @ _ , (+1) (@) :

Wy =Ug —uy’, Wy =1Ug —uy’, i=1,...,N—-1 (12)
D'aprés le Théoréme 1 (avec M = N — 1), il existe un contrdle frontiére H = (hV, ..., hN=D)T tel que le probléme (3) soit
exactement nul controlable au moment T. Une fois que H est trouvé, on définit le contrdle H par

i
=0, WD =hO4rO =" i=1.. N-1. (13)
Jj=1

On vérifie facilement que la solution correspondante du probléme (1) satisfait la condition de la synchronisation
exacte (2). O

Démonstration du Théoréme 4. Par (7), il existe une fonction scalaire u telle que
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N
Z agy Ju=0 dans 2, k=1,...,m,
=m+1
t>T: Pt (14)
92u N
W—Au—l— Z ap Ju=0 dans 2, k=m+1,...,N.

p=m+1

Comme le probléme (1) n’est pas exactement nul controlable, les équations (14) impliquent les conditions (8). Réciproque-
ment, on pose

wD =y0 j=1,... m; w® =yUtD O j=m4+1,...,N—1. (15)

Alors sous les conditions (8), la nouvelle variable W = (wD, ..., w(N=D) est la solution du systéme réduit (3) ol la matrice
du couplage réduite A = (a;;) est donnée par

@i+1,p — Gip), m+1<i<N-1,1<p<m,

_ N

Qip = . 16

PT1 Y @ris—ai), mA1<i<SN—1,m+1<p<N-1, (16)
s=p+1

et les nouvelles données initiales sont déterminées par
) ) ) i ) )
wd =ul’, 1<i<m; uf™V —ul, m1<i -1, 17)

<i<N
wgi):ugi), 1<i<m, ugiﬂ)—ugi), m+1<i<N-1
Le reste de la preuve est similaire a celle du Théoréme 2. O
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