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Le problème d’intérêt est d’estimer la fonction de concentration et l’aire sous la courbe
(AUC) à travers l’estimation des paramètres d’un modèle de régression linéaire avec un
processus d’erreur autocorrélé. On introduit un estimateur linéaire sans biais simple et non
paramétrique de la courbe de concentration et de l’AUC. On montre que cet estimateur
construit à partir d’un plan d’échantillonnage régulier approprié est asymptotiquement
optimal.
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a b s t r a c t

The problem of interest is to estimate the concentration curve and the area under the
curve (AUC) by estimating the parameters of a linear regression model with autocorrelated
error process. We introduce a simple linear nonparametric unbiased estimator of the
concentration curve and the AUC. We show that this estimator constructed from an
appropriate regular sampling design is asymptotically optimal.

© 2012 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans beaucoup de situations expérimentales, telles que les études de la validité biologique, et en particulier dans les
problèmes de la pharmacocinétique, où on étudie l’action des médicaments et leur emploi thérapeutique, on a souvent
recours au calcul d’aire à partir d’un ensemble d’observations de mesures. Au cours de l’admission d’une dose à un agent
pharmacologique, on estime l’aire sous la courbe (concentration–temps) connue sous le nom AUC, au vue de l’observation
d’un échantillon de mesures accompagnées d’erreurs aléatoires. Pour une fonction de concentration, qui peut changer selon
que le médicament est administré par voie orale ou intraveineuse, on cherche à déterminer un plan d’échantillonnage
optimal pour un intervalle de temps fixé. L’aire engendrée par cet échantillonnage doit approcher au mieux l’aire sous la
courbe de concentration (intégrale de la fonction de concentration sur l’intervalle de temps) qui est proportionnel à la
biodisponibilité du médicament administré.

Plusieurs approches ont été proposées pour trouver les points d’échantillonnage optimaux du temps. Atkinson et al. [1]
ont proposé une méthode d’optimisation en utilisant un critère de D-optimalité pour des paramètres comme l’aire sous
la courbe de concentration (AUC), la concentration maximale du médicament et le temps associé. Katz et D’Argenio [7]
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ont proposé un algorithme qui utilise l’erreur quadratique moyenne (EQM) de l’estimation de l’AUC comme une fonction
objective pour trouver les temps d’échantillonnage optimaux. Le but est de minimiser cette fonction objective par rapport
aux temps d’échantillonnage afin de sélectionner le plan d’échantillonnage optimal. Kong et Gonin [8] et Wang [11] ont
aussi utilisé le critère EQM pour estimer la courbe de concentration qui dépend du temps à travers une interpolation
linéaire et déduire ainsi l’estimation de l’AUC. L’algorithme Recuit Simulé (SA) a été appliqué avec parcimonie dans ce
domaine avec quelques exceptions notables. Par exemple, Jones et Wang [6], Duffull et al. [5] ont introduit l’algorithme (SA)
pour trouver des points d’échantillonnage du temps avec des modèles utilisés en pharmacocinétique et également un critère
de D-optimalité. En outre, ils ont comparé l’algorithme (SA) avec plusieurs autres algorithmes d’optimisation.

La règle des trapèzes est une règle de quadrature numérique qui est l’estimation non paramétrique la plus commune de
l’aire sous la courbe de la concentration d’un médicament qui dépend du temps. Ce choix est très bien fondé, car cette règle
donne en général une bonne approximation de l’AUC. Bailer et Piegorsch [2] ont comparé plusieurs méthodes de quadrature
numérique pour approcher l’AUC en utilisant le critère EQM comme une fonction objective. Ils ont constaté que la règle des
trapèzes a engendré un écart relativement plus petit entre l’AUC et son estimation.

Tous les travaux mentionnés dans cette introduction supposent que les observations sont indépendantes et donc que les
erreurs sont non corrélées. La corrélation des erreurs peut avoir des conséquences importantes sur les propriétés statistiques
des estimateurs des paramètres d’un modèle pour la fonction de concentration et de l’AUC, ainsi que sur le choix optimal
du plan d’expérience.

Le problème d’intérêt est d’estimer la fonction de concentration g(t) et l’AUC à travers l’estimation des paramètres d’un
modèle de régression linéaire. L’estimateur est construit à partir d’observations en un nombre fini de points d’un plan
d’échantillonnage de manière appropriée lorsque le processus d’erreur prend des valeurs corrélées. La performance d’un
estimateur est mesurée par son erreur quadratique moyenne (EQM). Les points d’échantillonnage qui minimisent l’EQM
forment un plan d’échantillonnage optimal, qui est généralement difficile à engendrer. Pour contourner cette difficulté,
Sacks et Ylvisaker [9] ont proposé une approche asymptotique et ont montré que les plans d’échantillonnage réguliers, qui
sont déterminés par un bon choix de la densité d’échantillonnage, sont asymptotiquement optimaux lorsque le meilleur
estimateur linéaire sans biais (BLUE) est utilisé et lorsque le processus d’erreur n’est pas régulier. Cependant, l’estimateur
BLUE dépend de l’inverse de la matrice de covariance et par conséquent il est paramétrique et instable. Su et Cambanis [10]
ont défini un estimateur simple construit à partir d’un plan d’échantillonnage médian modifié mais complexe. L’estimateur
simple obtenu est biaisé mais asymptotiquement optimal. On introduit alors un estimateur linéaire sans biais simple et non
paramétrique de g(t) et de l’AUC construit à partir d’un plan d’échantillonnage régulier non modifié. On montre que sous les
mêmes hypothèses sur le processus d’erreur, cet estimateur linéaire sans biais construit à partir d’un plan d’échantillonnage
régulier approprié est asymptotiquement optimal.

2. Modèle paramétrique et hypothèses

Pour une fonction de concentration g défini dans un intervalle d’observation [t0, tn], on considère le modèle :

X(tk) = g(tk) + ε(tk), k = 0,1, . . . ,n,

où {t0, t1, . . . , tn} sont les instants d’observation de X dans l’intervalle [t0, tn] et les erreurs ε(ti) forment un processus
aléatoire autocorrélé avec une moyenne nulle E(ε(t)) = 0 et une fonction d’autocovariance E(ε(t)ε(s)) = R(t, s). On fixe les
points t0 et tn et on s’intéresse au choix optimal des points intermédiaires {t1, . . . , tn−1} pour l’estimation de l’intégrale
(AUC) suivante :

I(g) =
tn∫

t0

g(t)dt.

On définit l’estimateur linéaire de I(g) par Ln(g). Le but est de sélectionner les temps d’observations {t∗
1, . . . , t∗

n−1} qui
minimisent l’erreur quadratique moyenne

EQM
(
Ln(g)

) = E
(
Ln(g) − I(g)

)2
.

On considère le modèle de régression linéaire multiple avec g(t) = β ′ f (t) où β ′ = (β1, . . . , βq) est un vecteur de paramètres
inconnus et f ′(t) = ( f1(t), . . . , fq(t)) est un vecteur de fonctions de régression connues.

On définit par h(t) une densité positive sur [0,1] avec sa fonction de répartition H(t) et le plan d’échantillonnage régulier
défini par :

T n =
{

tn,k = H−1
(

k

n

)
, k = 0, . . . ,n

}

qui comprend les bornes de l’intervalle [0,1], tn,0 = 0 et tn,n = 1. En particulier si h ≡ 1[0,1] , le plan d’échantillonnage
régulier est périodique. Les plans d’échantillonnage réguliers ont été utilisés par exemple par Benhenni et Cambanis [3]
pour l’estimation d’intégrale de processus stochastique et par Cambanis [4] pour les problèmes de détection du signal et de
la régression simple.
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Afin d’énoncer les résultats, on considère les hypothèses principales suivantes :

(H1) Le processus d’erreur ε(t) est supposé n’avoir aucune dérivée en moyenne quadratique mais que sa fonction d’au-
tocovariance R(t, s) est supposée avoir des dérivées partielles mixtes continues jusqu’à l’ordre deux en dehors de
la diagonale (t �= s) du carré unité. Sur la diagonale (t = s), on suppose que les limites à gauche et à droite
R0,1(t, t−) = lims↓t ∂ R(t, s)/∂s, R0,1(t, t+) = lims↑t ∂ R(t, s)/∂s existent et sont continues et la fonction de sauts
α(t) = R0,1(t, t−) − R0,1(t, t+) est supposée être strictement positive.

(H2) Chaque fonction de régression f j(t), j = 1, . . . ,q, peut s’écrire sous la forme : f j(t) = ∫ 1
0 R(t, s)ϕ j(s)ds où ϕ j , j =

1, . . . ,q, sont des fonctions continues connues sur [0,1].

On veut estimer la surface sous la courbe (AUC) de la fonction de concentration définie par

AUC = I(g) =
1∫

0

g(t)dt.

L’estimateur BLUE β̂ de β à partir d’observations continues du processus X sur tout l’intervalle [0,1] est défini par

β̂ = S−1

1∫
0

X(t)ϕ(t)dt,

où ϕ′(t) = (ϕ1(t), . . . , ϕq(t)), et la matrice S de termes généraux si j = ∫ 1
0

∫ 1
0 ϕi(t)R(t, s)ϕ j(s)dt ds, i, j = 1, . . . ,q, est suppo-

sée être inversible. On estime alors l’AUC (I(g)) par : L(g) = z′β̂ où z′ = (z1, . . . , zq) ; z j = ∫ 1
0 f j(t)dt , j = 1, . . . ,q.

Si X(t) est observé en n + 1 points d’un plan d’échantillonnage régulier T n = {tn,k}n
0 dans l’intervalle [0,1], alors on

introduit l’estimateur non paramétrique sans biais du paramètre β par :

β̂n = S∗
n
−1 Ln,q(X),

où

S∗
n = (

s∗
i j

)
q×q

est supposée être inversible et de termes généraux s∗
i j = 1

2n

∑n−1
k=0((

ϕi
h f j)(tn,k) + (

ϕi
h f j)(tn,k+1)), i, j = 1, . . . ,q, et

Ln,q(X) = 1

2n

n−1∑
k=0

((
ϕX

h

)
(tn,k) +

(
ϕX

h

)
(tn,k+1)

)
.

Alors l’estimateur non paramétrique sans biais de l’AUC (I(g)) est de la forme Ln(g) = z′β̂n = z′ S∗
n
−1 Ln,q(X).

Théorème 2.1. Si les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées et si on suppose que ϕi/h, i = 1, . . . ,q, est deux fois continûment diffé-
rentiable, alors l’estimateur β̂n, vérifie

lim
n→∞n2(EQM(β̂n) − trace

(
S−1)) = 1

12

1∫
0

α(t)
ϕ′(t)S−2ϕ(t)

h2(t)
dt.

Par ailleurs, l’estimateur β̂n avec un plan d’échantillonnage T ∗
n engendré par la densité

h∗(t) = {
α(t)ϕ′(t)S−2ϕ(t)

}1/3/ 1∫
0

{
α(u)ϕ′(u)S−2ϕ(u)

}1/3
du,

est asymptotiquement optimal.

Théorème 2.2. Sous les hypothèses (H1) et (H2) et si on suppose que ϕi/h, i = 1, . . . ,q, est deux fois continûment différentiable, alors
l’estimateur Ln(g) de l’AUC , vérifie

lim
n−→∞n2(EQM

(
Ln(g)

) − EQM
(
L(g)

)) = 1

12

1∫
0

α(t)
ϕ′(t)(S−1 A S−1)ϕ(t)

h2(t)
dt,

où A = zz′ .
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Par ailleurs, l’estimateur Ln(g) avec un plan d’échantillonnage T ∗
n engendré par la densité

h∗(t) = {
α(t)ϕ′(t)

(
S−1 A S−1)ϕ(t)

}1/3/ 1∫
0

{
α(u)ϕ′(u)

(
S−1 A S−1)ϕ(u)

}1/3
du,

est asymptotiquement optimal.

Dans le cas d’un modèle de régression linéaire simple X(t) = β f (t) + ε(t), on obtient le résultat suivant.

Corollaire 2.1. Si q = 1, sous les mêmes hypothèses que Théorème 2.2, on obtient

lim
n→∞n2(EQM

(
Ln(g)

) − EQM
(
L(g)

)) = C

12

1∫
0

α(t)
ϕ2(t)

h2(t)
dt,

où

C = (
∫ 1

0 f (t)dt)2

(
∫ 1

0 f (t)ϕ(t)dt)2

et le plan d’échantillonnage T ∗
n engendré par la densité

h∗(t) = {
α(t)ϕ2(t)

}1/3/ 1∫
0

{
α(u)ϕ2(u)

}1/3
du,

est asymptotiquement optimal.
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