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Nous étudions des estimées L2 pour l’opérateur ∂̄ sur des domaines pseudoconvexes
relativement compacts dans une variété kählérienne complète à courbure bisectionnelle
holomorphe strictement positive. Nous définissons une fonction τΩ sur des domaines
pseudoconvexes relativement compacts à bord C2. Sur ces domaines, nous prouvons
l’existence d’un voisinage du bord sur lequel τΩ < 1. Une généralisation de cette propriété
nous permet, entre autres, de prouver des estimées L2 pour l’opérateur ∂̄ sur des domaines
pseudoconvexes de fonction définissante plurisousharmonique, à frontière C1 tel que
reach(Ωc) > 0.
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a b s t r a c t

We study L2-estimates for ∂̄ on pseudoconvex domains Ω relatively compact in a complete
Kähler manifold with positive holomorphic bisectional curvature. We define a function τΩ

on C2-smooth pseudoconvex domains. On these domains, we prove that there exists a
neighborhood of ∂Ω on which τΩ < 1. A generalization of this property allows us, among
others, to prove L2-estimates for ∂̄ on C1 pseudoconvex domains Ω with a defining
plurisubharmonic function and a positive inner reach.
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Abridged English version

Let (X,ω) be a complete Kähler manifold with positive holomorphic bisectional curvature and complex dimension n.
The associated Kähler form, hermitian metric, hermitian norm and the gradient will respectively be denoted ω, g(.,.) = 〈.,.〉,
‖.‖, and ∇g . We also denote by Ω = {z ∈ X | ρ(z) < 0} � X a relatively compact pseudoconvex domain with boundary ∂Ω

such that dρ �= 0 on ∂Ω . δ∂Ω is the signed distance to the boundary for the Kähler metric on X .
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First, take Ω a pseudoconvex domain with C2 boundary: Ln = ∇gρ
‖∇gρ‖ is the unit outward normal vector to the level sets

{ρ = cst} in a small neighborhood U p of a point p ∈ ∂Ω . Complete it on U p by (Li)1�i�n−1 into a local orthonormal frame
of T U p such that g(L̄i, Ln) = 0 for i = 1, . . . ,n − 1.

We define on this neighborhood,

τΩ(x) =
∑

1�i�n−1

|Lxδ∂Ω(L̄i, Ln)|2.δ∂Ω(x)

Lxδ∂Ω(L̄i, Li).γ (x)
,

where Lxδ∂Ω = i∂∂̄x(−δ∂Ω) and γ (x) = ‖∂δ∂Ω(x)‖2 +Lxδ∂Ω(L̄n, Ln).δ∂Ω(x) − CΩ.δ2
∂Ω(x).

The continuity of this function implies the existence of a neighborhood U of ∂Ω such that τΩ < 1. From the Takeuchi’s
Theorem [15], τΩ occurs in the estimate of i∂∂̄(−δα

∂Ω) for α > 0.
We call t(∂Ω), the upper bound of the Diederich–Fornaess exponent [6] for the distance function to the boundary of Ω ,

defined by

t(∂Ω) = sup
{

0 < η � 1
∣∣ i∂∂̄

(−δ
η
∂Ω

)
> 0 on Ω

}
.

We prove that this exponent is bounded from below by the Takeuchi constant. In particular, we can choose an exponent α
to be independent of exhaustions by smooth pseudoconvex domains (Ωk)k�1 so that −δα

∂Ωk
is strictly plurisubharmonic on

Uk ∩ Ωk . This result is used in the following theorem:

Theorem 1. Let (X,ω) be a complete Kähler manifold with positive holomorphic bisectional curvature and Ω � X, a pseudoconvex
domain. Assume that there exists a C∞ strictly plurisubharmonic bounded exhaustion ρ : Ω 
→ [−1,0[ such that, on a neighborhood
of ∂Ω ,

− A

− log δ∂Ω

� ρ � − B

− log δ∂Ω

and i∂∂̄ρ � C

− log δ∂Ω

ω

with A, B and C, positive constants.
Then for all form f ∈ L2

p,q(Ω) ∩ Ker(∂̄) where 0 � p � n and 1 � q � n, there exist u ∈ L2
p,q−1(Ω) and a constant C0 > 0 such

that,

∂̄u = f and ‖u‖L2 � C0‖ f ‖L2 .

A closed set A in a Riemannian manifold is said to be of positive reach [8] if there exists r > 0 so that each point x such
that dA(x) < r has a unique nearest point in A. The greatest such r is reach(A). Here dA denotes the geodesic distance to A.
The regularity of dA is connected with these sets.

Since for U ∩ Ω , δ∂Ω = dΩc , reach(Ωc) is what we will need, where Ωc is the complement of Ω in X . We say that Ω

has a positive inner reach if reach(Ωc) > 0 (i.e. ∃ε > 0, reach(Ωc) � ε). To study reach(Ωc), we refer to Bangert’s works
and we generalize τΩ as follows:

Let Ω = {z ∈ X | ρ(z) < 0} � X with a defining plurisubharmonic function ρ of class C1. We suppose that reach(Ωc) > 0
and U = {z ∈ X | |δ∂Ω(z)| < reach(Ωc)}. Then

∀z ∈ U ∩ Ω̄ τΩ(z) = sup
(Ωk)k�1∈Exh(Ω)

τΩk (z),

where Exh(Ω) is the set of exhaustions by smoothly pseudoconvex domains (Ωk)k�1 such that ∃A > 0, ∀k � 1, ∂Ωk ⊂ U ∩Ω ,
reach(Ωc

k ) � A. This definition makes sense thanks to the Riemannian convolution smoothing (cf. [10,5] for more details).
In this way, we prove:

Theorem 2. Let (X,ω) be a complete Kähler manifold with positive holomorphic bisectional curvature.
Let Ω � X be a domain with positive inner reach, defined by a plurisubharmonic function ρ ∈ C1(U ), where U = {z ∈ X |

|δ∂Ω(z)| < a} with 0 < a � reach(Ωc).
If

∃c > 0, ∀z ∈ U ∩ Ω, τΩ(z) � c < 1, (1)

then, there exists α > 0 such that −δα
∂Ω is strictly plurisubharmonic on U ∩ Ω .

Finally, we obtain our main theorem:

Theorem 3. Let (X,ω) be a complete Kähler manifold with a positive holomorphic bisectional curvature. Let Ω � X be a domain with
positive inner reach, defined by a plurisubharmonic defining function ρ ∈ C1(U ), where U = {z ∈ X | |δ∂Ω(z)| < reach(Ωc)}. If

∃c > 0, ∀z ∈ U ∩ Ω, τΩ(z) � c < 1,

then for all form f ∈ L2
p,q(Ω) ∩ Ker(∂̄) where 0 � p � n and 1 � q � n, there exist u ∈ L2

p,q−1(Ω) and a constant C0 > 0 such that,

∂̄u = f and ‖u‖L2 � C0‖ f ‖L2 .
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1. La fonction τΩ

Soit (X,ω) une variété kählérienne complète de dimension complexe n et à courbure bisectionnelle holomorphe stricte-
ment positive. La forme de Kähler associée, la métrique hermitienne, la norme et le gradient seront notés, respectivement,
ω, g(.,.), ‖.‖ et ∇g . Dans cette Note, Ω = {z ∈ X | ρ(z) < 0} � X est un domaine pseudoconvexe relativement compact dans
X et de fonction définissante ρ . Son complémentaire dans X est noté Ωc . La distance signée au bord de Ω , notée δ∂Ω , est
définie comme suit :

δ∂Ω(z) =
{

d(z, ∂Ω) si z ∈ Ω,

−d(z, ∂Ω) sinon

où d est la distance géodésique sur X .
Dans ce paragraphe, nous supposons Ω � X de bord C2. Ln = ∇gρ

‖∇gρ‖ est le vecteur normal extérieur aux ensembles de

niveau {ρ = cst} sur un voisinage U p du point p ∈ ∂Ω . Notons T U p le sous-fibré hermitien de T U p , defini par :

T U p = (Ln)
⊥g = {

Y ∈ T U p
∣∣ g(Ȳ , Ln) = 0

}
.

Définissons-y une forme sesquilinéaire, notée Λ et définie par :

Λx(Y ) = i∂∂̄x(−δ∂Ω)(Ȳ , Ln),

ainsi qu’une métrique hermitienne :

hx(Ȳ , X) = γ (x)

δ∂Ω(x)
.Lxδ∂Ω(Ȳ , X) ∀Y , X ∈ TxU p

où Lxδ∂Ω = i∂∂̄x(−δ∂Ω) et γ (x) = ‖∂δ∂Ω(x)‖2 +Lxδ∂Ω(L̄n, Ln).δ∂Ω(x) − CΩ.δ2
∂Ω(x).

Λ ∈ C0(U p;T ∗U p) où T ∗U p est l’ensemble des formes linéaires sur T U p . On note ‖.‖T ∗
x U p ,hx , la norme duale induite

sur T ∗U p . Nous définissons alors τΩ comme suit :

Définition 1. Soit U un voisinage de ∂Ω . Alors

τΩ(x) =
{‖Λx‖2

T ∗
x U ,hx

si x ∈ U ∩ Ω,

0 si x ∈ ∂Ω.

En complétant Ln par (Li)1�i�n−1 en un repère de T U , nous obtenons : τΩ(x) = ∑
1�i�n−1

|Lxδ∂Ω(L̄i ,Ln)|2.δ∂Ω (x)
Lxδ∂Ω (L̄i ,Li).γ (x)

.

τΩ étant nul sur ∂Ω , sa continuité implique l’existence d’un voisinage U de la frontière sur lequel τΩ < 1. Cette pro-
priété, vraie sur tout domaine Ω de classe C2, sera déterminante dans l’existence d’une fonction négative höldérienne et
strictement plurisousharmonique d’exhaustion sur des domaines moins réguliers.

Soit Ω � X un domaine pseudoconvexe. Alors, il existe une constante C > 0 telle qu’au sens des courants,

i∂∂̄(− log δ∂Ω) � Cω on Ω. (2)

On nomme CΩ = sup{C | C vérifie (2)}, la constante de Takeuchi. Ce résultat, démontré à l’origine, dans CP
n par A. Takeuchi

[15], fut généralisé à une variété X comme considérée dans cette Note, par G. Elencwajg [7], O. Suzuki [14] ainsi que par
R.E. Greene et H. Wu [9].

Rappelons que l’exposant de Diederich et Fornaess [6] est un nombre η ∈ (0,1] pour lequel il existe une fonction définis-
sante lisse s tel que −(−s)η soit strictement plurisousharmonique sur le domaine. En particulier, K. Diederich et J.E. Fornaess
[6] montrèrent qu’un tel exposant existe sur tout pseudoconvexe à bord C2 et relativement compact dans une variété de
Stein. T. Ohsawa et N. Sibony [13] généralisèrent leur résultat : ils montrèrent qu’il existe un exposant η > 0 tel que −δ

η
∂Ω

est strictement plurisousharmonique sur un pseudoconvexe à bord C2 relativement compact dans une variété X , citée plus
haut. Nous nommons t(∂Ω), le plus grand exposant de Diederich et Fornaess pour la fonction distance au bord :

t(∂Ω) = sup
{

0 < η � 1
∣∣ i∂∂̄

(−δ
η
∂Ω

)
> 0 sur Ω

}
.

Théorème 4. Soit (X,ω) une variété kählérienne complète à courbure bisectionnelle holomorphe strictement positive et Ω � X un
domaine pseudoconvexe à bord C2 . Alors,

t(∂Ω) � min(CΩ,1).

Afin de montrer ce résultat, nous avons besoin d’une version quantitative de la preuve d’Ohsawa et Sibony [13] :

Proposition 1. Sous les notations précédentes, soit

Q x(v) = δ2
∂Ω(x).

〈
i∂∂̄

(− log δ∂Ω(x)
)
, v ∧ v̄

〉 − CΩδ2
∂Ω(x)|vn|2, x ∈ U ∩ Ω, v =

n∑
vi Li ∈ T (1,0)U .
i=1
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Alors,

Q x(v) �
(
1 − τ

1
2

Ω(x)
)
.min

(
CΩ,γ (x)

)( n−1∑
i=1

δ2
∂Ω(x)|vi |2 + |vn|2

)
.

L’idée de la preuve du Théorème 4 est d’utiliser la proposition ci-dessus grâce à laquelle on obtient, pour α > 0 et
v ∈ T (1,0)U :〈

i∂∂̄
(−δα

∂Ω

)
, v ∧ v̄

〉
� c(x)αδα

∂Ω‖v‖2 (3)

où c(x) = (1 − τ
1
2

Ω(x)).min(CΩ,γ (x)). On en déduit alors le résultat grâce à la propriété de τΩ . On a également :

Corollaire 1. Soit (X,ω) une variété kählérienne complète à courbure bisectionnelle holomorphe strictement positive et Ω � X, un
domaine pseudoconvexe. Soit (Ωk)k�1 une exhaustion de Ω par des pseudoconvexes lisses. Alors il existe α > 0 tel que pour tout k � 1,
il existe un voisinage Uk de ∂Ωk tel que −δα

∂Ωk
soit strictement plurisousharmonique sur Uk ∩ Ωk.

2. Estimées L2 pour l’opérateur ∂̄ sur un domaine hyperconvexe à estimées logarithmiques

J.-P. Demailly [5] a montré, non seulement qu’un domaine pseudoconvexe à bord Lipschitz, relativement compact dans
une variété de Stein, est hyperconvexe, mais aussi qu’il existe une fonction plurisousharmonique d’exhaustion bornée véri-
fiant les estimées logarithmiques (4). L’existence de telles estimées nous permet de prouver des estimées L2 pour l’opérateur
∂̄ sur tout domaine pseudoconvexe Ω � X .

Théorème 5. Soit (X,ω) une variété kählérienne complète à courbure bisectionnelle holomorphe positive et Ω � X un domaine
pseudoconvexe. Supposons qu’il existe une fonction C∞ strictement plurisousharmonique ρ : Ω 
→ [−1,0[ d’exhaustion telle que, sur
un voisinage de ∂Ω ,

− A

− log δ∂Ω

� ρ � − B

− log δ∂Ω

et i∂∂̄ρ � C

− log δ∂Ω

ω (4)

avec A, B et C des constantes strictement positives.
Alors pour toute forme f ∈ L2

p,q(Ω) ∩ Ker(∂̄) où 0 � p � n et 1 � q � n, il existe u ∈ L2
p,q−1(Ω) et une constante C0 > 0 tel que,

∂̄u = f et ‖u‖L2 � C0‖ f ‖L2 .

Dans la preuve, on considére (Ωk)k�1, une exhaustion par des pseudoconvexes lisses de Ω . En utilisant le Corollaire 1,
nous construisons à l’aide de ρ , une fonction négative strictement plurisousharmonique sur Ωk . Le résultat se déduit de la
méthode de Berndtsson et Charpentier [2].

3. Estimées L2 pour l’opérateur ∂̄ sur un domaine pseudoconvexe à bord C1 de fonction définissante
plurisousharmonique et tel que reach(Ωc) > 0

La régularité de δ∂Ω dépend du rayon d’injectivité normal au bord ∂Ω . Ainsi, δ∂Ω de classe C1,1 est équivalent à ce
que ∂Ω soit C1,1 [12,1,4]. Ce résultat a permis à J. Cao et M.-C. Shaw [3] d’améliorer le résultat d’Ohsawa et Sibony à des
domaines pseudoconvexes relativement compacts à bord C1,1.

Définition 2. Un ensemble fermé A est dit à rayon d’injectivité normal positif si il existe r > 0 de sorte que chaque point x
tel que dA(x) < r admette une unique projection y sur A telle que dA(x) = d(x, y).

Cette notion a été introduite par H. Federer [8] dans les espaces euclidiens sous le nom de reach(A) (correspondant au
plus grand de tels rayons r > 0), dénomination qu’on gardera. Nous nous référons aux travaux de V. Bangert [1] pour son
étude, notamment sa définition en terme de sous-ensembles de fonctions semiconvexes.

On rappelle le procédé de régularisation par convolution avec un noyau “symétrique” par rapport à la métrique kählé-
rienne [10] : soit χk ∈ C∞(R) à support dans [0,1] tel que

∫
ξ
χk(‖ξ‖2)dλ(ξ) où dλ est la mesure de Lebesgue. Soit ρ une

fonction continue réélle, alors pour k assez grand, on a

ρk(x) = (ρ ∗ χk)(x) = Ck

∫
ξ∈Tx X

ρ
(
expx(ξ)

)
χk

(‖ξ‖2)dλ(ξ),

où expx : Tx X → X est la carte exponentielle et Ck une constante strictement positive.
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Soit Ω un domaine à frontière C1, relativement compact dans une variété riemannienne et (Ωk)k�1 une exhaustion de
Ω construite par le procédé précédent. Si reach(Ωc) > 0 (i.e. ∃ε > 0, reach(Ωc) � ε) alors il existe A > 0, tel que pour k
assez grand, reach(Ωc

k ) � A > 0. Ceci donne alors un sens à la généralisation suivante de τΩ :

Définition 3. Soit (X,ω) une variété kählérienne complète à courbure bisectionnelle holomorphe strictement positive.
Soit Ω = {z ∈ X | ρ(z) < 0} � X où ρ est une fonction définissante plurisousharmonique de classe C1. Supposons que
reach(Ωc) > 0. Soit U = {z ∈ X | |δ∂Ω(z)| < reach(Ωc)}. Alors nous définissons τΩ sur U ∩ Ω̄ par :

∀z ∈ U ∩ Ω̄ τΩ(z) = sup
(Ωk)k�1∈Exh(Ω)

τΩk (z),

où Exh(Ω) est l’ensemble des exhaustions de Ω par des domaines pseudoconvexes lisses (Ωk)k�1 tels qu’il existe A > 0,
pour tout k vérifiant ∂Ωk ⊂ U , reach(Ωc

k ) � A.

Dans la suite, nous notons Ωk = {ρk = ρ ∗ χk < 0} l’exhaustion de Ω = {ρ < 0} � X , construite par la convolution précé-
dente.

Théorème 6. Soit (X,ω) une variété kählerienne complète à courbure bisectionnelle holomorphe strictement positive. Soit Ω � X
un domaine tel que reach(Ωc) > 0 et de fonction définissante plurisousharmonique ρ ∈ C1(U ) où U = {z ∈ X | |δ∂Ω(z)| < a} avec
0 < a � reach(Ωc).

Si

∃c > 0, ∀z ∈ U ∩ Ω, τΩ(z) � c < 1, (5)

alors, il existe α > 0 tel que −δα
∂Ω soit strictement plurisousharmonique sur U ∩ Ω .

Sa preuve nécessite l’utilisation de (3) sur l’exhaustion (Ωk)k�1. Grâce à l’hypothèse (5) et à la régularité du bord,
l’exposant α peut alors être choisi indépendamment de k et une convergence au sens des courants nous permet de conclure.
On peut formuler également une réciproque partielle à ce théorème :

Théorème 7. Soit (X,ω) une variété kählérienne complète à courbure bisectionnelle holomorphe positive. Soit Ω � X un domaine tel
que reach(Ωc) > 0, et de fonction définissante ρ ∈ C1(U ) plurisousharmonique où U = {z ∈ X | |δ∂Ω(z)| < reach(Ωc)}. Les proposi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe c > 0 tel que lim supk→∞(supU∩Ωk
τΩk ) = c < 1.

2. Il existe α > 0 tel que pour k assez grand, −δα
∂Ωk

est strictement plurisousharmonique sur U ∩ Ωk.

En utilisant, comme dans [11], la méthode de Berndtsson et Charpentier [2], le Théorème 6 nous permet d’obtenir des
estimées L2 pour l’opérateur ∂̄ sur un pseudoconvexe à bord C1 :

Théorème 8. Soit (X,ω) une variété kählérienne complète à courbure bisectionnelle holomorphe strictement positive. Soit Ω � X un
domaine tel que reach(Ωc) > 0 et de fonction définissante plurisousharmonique ρ ∈ C1(U ) où U = {z ∈ X | |δ∂Ω(z)| < reach(Ωc)}.
Si

∃c > 0, ∀z ∈ U ∩ Ω, τΩ(z) � c < 1,

alors pour toute forme f ∈ L2
p,q(Ω) ∩ Ker(∂̄) où 0 � p � n et 1 � q � n, il existe u ∈ L2

p,q−1(Ω) et une constante C0 > 0 telle que,

∂̄u = f et ‖u‖L2 � C0‖ f ‖L2 .
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