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ABSTRACT

In this Note, we show essentially two results. The first one consists in showing that the
algebra of linear recurrence sequences is the direct sum of two sets. The second result
consists in giving a characterisation of the idempotents of this algebra.

© 2012 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Soit K un corps commutatif de caractéristique nulle. L'algébre de Hadamard des suites récurrentes linéaires a coefficients
dans K est notée r(K). Soit ng un entier naturel non nul et « un élément de K*. On note ry,(K) 'ensemble des suites de
r(K) dont le terme général s'écrit u(n) = p(n)a”, pout tout entier naturel n avec p € K[x] et Z(K) I'ensemble des suites
de r(K) qui s’annulent pour tout entier naturel n > ng. Dans la premiére section, nous rappelons quelques définitions et
résultats sur les suites récurrentes linéaires a coefficients dans K. Dans la deuxiéme section, nous montrons d’abord deux
lemmes puis nous montrons que l'algébre r(K) est somme directe des deux ensembles Pry(K) et Z(K). Enfin dans la
troisiéme section, nous caractérisons I'ensemble des idempotents de I'algébre de Hadamard r(K).

1. Rappels sur les suites récurrentes linéaires

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps commutatif de caractéristique nulle. Soit S(K) = K~ I'ensemble des suites i
valeurs dans K.

Définition 1.1. Soit u et v deux suites de S(K). Le produit de Hadamard des suites u et v est la suite w =u @ v définie
par : Vvne N, wn) =um)v(n).

Rappelons que, muni de I'addition terme a terme et du produit de Hadamard, I'ensemble S(K) est une K-algébre unitaire
appelée l'algebre de Hadamard des suites [1].
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Définition 1.2. L'application T de S(K) dans S(K) qui, a toute suite u, associe la suite Tu définie par : Vn € N, (Tu)(n) =
u(n+ 1) est appelée application décalage (ou shift).

Remarques 1.3.

1. 11 est facile de voir que l'on a : Yu € S(K), veS(K), Twov)=(Tu)©(Tv). ,
2. Si on désigne, pour tout i € N, par T' le iéme itéré de T, alors : Vu € S(K),Vn e N, (T'u)(n) =u(n +1i).

Définition 1.4. Soit u une suite dans S(K). On dit que u est une suite récurrente linéaire a coefficients constants, dans K,
s'il existe un entier naturel non nul h, des éléments po, ..., p, dans K, py non nul, vérifiant la relation :

vneN, ppu@m+h)+ppqu@m+h—1)+---+ pou(n)=0.
Si h est minimal alors il est appelé longueur de la suite u.
Le polyndme ppx" + pp_1x""1 4 .- + p1x+ po est appelé un polyndme caractéristique de la suite u.

On trouvera une définition équivalente d'une suite récurrente linéaire dans [4] dans le cas ol K = A est un anneau

commutatif unitaire a savoir : si B = A[x], p(x) = Z?:o pix' € B, u € S(A) et pour tout n € N, on pose : (p(X)u), =
Z?:o piu(n+i) et I, ={p € B; pu =0} l'idéal annulateur de u, on a alors la définition suivante.

Définition 1.5. (Voir [4].) On dit qu'une suite u € S(A) est une suite récurrente linéaire si I, contient un polynéme unitaire.
Les polyndmes unitaires de la suite u sont les polyndmes caractéristiques de u.

Rappelons la propriété de cloture suivante :

Proposition 1.6. (Voir [4].) L'ensemble r(K) des suites récurrentes linéaires a coefficients dans K est une sous-K-algébre de 'algébre
de Hadamard S(K).

Le théoréme suivant caractérise les suites de I'algébre r(K). Pour la démonstration, on peut consulter [2] ou [5].
Théoréme 1.7. Soit K% une cloture algébrique de K et u € S(K). Les énoncés suivants sont équivalents :

1. la suite u appartient a r(K),
2. la série génératrice f,(x) = Zn>0 u(n)x" de la suite u est rationnelle,

3. il existe un entier naturel h non nul, des polynomes p; dans K9%8[x], des éléments «; dans K98 (1 <i < h) et un entier naturel ng
tels que, pour toutn >ng,ona : u(n) = Z?:1 pi(ma.

2. Terme général d’une suite récurrente linéaire

Supposons que K est algébriquement clos et soit & € K*. On pose :
re(K) ={uer(K), 3p € K[x], Vn >0, u(n) = p(m)a},
Z(K)={uer(K), 3ng €N, Vn > ng, u(n)=0}.
Si, pour tout entier naturel n, on pose : (up )(n) = p(m)a”, avec p € K[x], on a alors :
Upa tUga =Uptqa, €L Upa Olgp=Upgap-
Lemme 2.1. Soit @ € K*, ng € N, T I'application décalage et u une suite de r(K) définie par :
vn>ng, u(m)=pm§p", pek* peKlxl].
Alors il existe un polynéme o a coefficients dans K avec d°o = d°p tel que :

a(pn+1) —pm)a" sia=4p,

vnzno, ((T—ahu)n) = {Q(n)ﬂn sia # B.

Démonstration. Pour tout entier naturel n > ng, il est facile de voir que :
Poura =8,ona: ((T—ahu)yn)=um+1)—aun) =a(pn+1) — p(n))a".
Pour o £ B, on a : (T —ahu)(n) =pmn + 1A —apm)p” = (p(n+ 1)B — ap®))™. 1l suffit donc de prendre :

omy=pn+1)B—apn) avecd°o=d°p. O
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Lemme 2.2. Soitx € K*.Ona : 1y (K) = Um21 Ker(T —a)™.

Démonstration. Soit une suite u dans r,(K). Il existe alors un polynéme p a coefficients dans K tel que, pour tout entier
naturel n, on a u(n) = p(n)". On a, par définition de I'application T :

(T —ahu)m) =a(p+1) — pm)a" =a(Ap)ma", ol (Ap)n)=pmn+1)—pn).
Par suite, on a : ((T —aD?u)(n) = (T —al)(av)(n), ol v(n) = (Ap)(n)a". D'oil :

((T —aD?u)(n) = aa(AAD))Ma" = a?(A%p) ().

Si k > d°p, on obtient alors : (T — alfu =0, cest-a-dire u € Um>1 Ker(T — al)™, d’oll la premiére inclusion. Montrons
maintenant la deuxiéme inclusion. Soit u € Um>] Ker(T — al)™. 1l existe alors un entier naturel non nul mg tel que u €
Ker(T — aI)™0, d’oli, pour tout entier naturel n, on a :

((T—aD™u)(m) =0, cest-a-dire (x—c)™u=0

de sorte que (x — o)™ est un polynéme caractéristique de la suite u. Mieux, on a : Vn € N, u(n) = p(n)a@™, ol p € K[x],
et d°p =mg — 1. Donc la suite u est dans ry(K). O

Proposition 2.3. Avec les notations introduites ci-dessus, on a : r(K) = @y g+ Ta (K) @ Z(K).

Démonstration. D'aprés le lemme 2.2, un élément u de I'ensemble @, x« 1o (K) sécrit u(n) = Zle pi(maf, ot s € N¥,
pi € K[x] et a; € K*, pour tout i € {1,..., s}. Il suffit de montrer I'implication suivante :

S
<Vn>no,2pi(n)a?:0) = (Vief1,...,s},pi=0).

i=1

Soit donc Y°_; pi(maf =0, pour n >ng et posons : m; =d°p; +1, 1<i<s, et q(x) = [T, (% — o)™,
On a alors : q(T) = [[;_(T —o;D™i, d’ott :

va=no, (q(Mu)m) => q(T)(pimal) =0. (1)

i=2
D'apres le lemme 2.1, il existe ¢ € K[x] tel que : (T —asl)v)(n) = o(m)af, d°0 =d°p, ay #as, ol v(n) = pr(May. Plus
généralement, on a :
((T —asD™v) () =os(maf,  d°0s=d°p;

et

((T —as—1 D™ (T —asDH™v)(n) = 0s—1(Maf,  d°0s—1 =d°p1.

Ainsi, on arrive a :

(T — 2™ (T —azD)™ .. (T —asD™v)(n) = g2(M)af, d°0y =d°p;. (2)

Des relations (1) et (2), on déduit que : Vn > ng, q(T)(p1(Ma]) = g2(Maf =0, d'olt : d°g2 = —oo =d°pq, par suite, on a
p1 =0; le méme raisonnement donne que tous les autres p; sont nuls. On en déduit, d’abord que pour ng =0, les ry(K)
sont en somme directe et qu'ensuite : Py« o (K) N Z(K) = {0}.

En outre, par le théoréme 1.7, on déduit que @y« o (K) et @ Z(K) sont en somme directe. O

Remarque 2.4. Soit la suite (§;);>o définie par :
vneN, Si(n):{l Stt=1,
0 sinon.

Si u est un élément de r(K) alors il existe s € N*, une partie finie F de N, q; e K, (i€ F) et oj € K*, pj e K[x],ie€{1,...,s},
tels que :

N

u(m =Y aii+ Y _ pime].

ieF i=1
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3. Idempotents de I'algebre des suites récurrentes linéaires

On sait, d’aprés [1], que les idempotents de I'algébre S(K) sont donnés par la proposition suivante :

Proposition 3.1. Soit A un anneau unitaire intégre. Une suite u de l'algébre de Hadamard S(A) est un idempotent si et seulement s’il
existe une partie N de N telle que u = yy, oit xn est la fonction indicatrice de N.

Comme r(K) est une partie de S(K) alors les idempotents de r(K) sont aussi de la méme forme avec N une partie de N
a déterminer. Rappelons le résultat suivant di a Lech-Skolem-Mahler :

Théoréme 3.2. (Voir [3].) Soit u € r(K). Posons Z = {n € N: u(n) = 0}. Si I'ensemble Z est infini alors il existe un entier naturel m
non nul, des entiers distincts (1, ..., s dans {0, 1, ..., m — 1} tels que Z est la réunion d'une partie finie Iy de N et d’'un nombre fini
Im,u; = {n € N: n= p; (mod m)} de progressions arithmétiques.

La proposition suivante donne une caractérisation des idempotents de I'algébre r(K).

Proposition 3.3. Soit N une partie de N. Pour que xn appartienne a l'algébre de Hadamard r(K) il faut et il suffit qu'il existe un entier
naturel m non nul, des entiers i, (41, ..., s € {0, ...,m — 1} tels que N est la réunion d’une partie finie Iy de N et des ensembles
Im,y; = {n e N: n = u; (mod m)}.

Démonstration. Si N est finie alors yy est nulle a partir d’'un certain rang et donc appartient a r(K).

Supposons que N est infinie. Si yy € r(K) alors : 1— xny € r(K). D'aprés le théoréme 3.2, I'ensemble {n € N: (1— yn)(n) =
0} est réunion d’une partie finie Iop de N et des ensembles I, ;,; = {n € N: n=p; (mod m)}. Donc {neN: (xn)(n) =1} =
IoU(Ui_q Im,;)- On prend alors N = Io U (Ui_q Im,;)-

Réciproquement, on montre que xy €r(K) avec N=1IoU (Uf:1 Im,;1;). On a alors :

S xlfLi

PIPUCCED SIS DD DD IS 3) DILED DD pet.e

n>0 nelp i=1neln,y; nely i=1k>0 nelp i=1

La série génératrice 2@0 xn (m)x" est donc rationnelle ; on déduit, par le théoréme 1.7, que xy €r(K). O
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