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Présenté par le Comité de rédaction ABSTRACT

We give an effective lower bound for the number of non-zero digits among the first N
digits of the expansion of an irrational algebraic number in an integer base.
© 2011 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Une conjecture classique prenant sa source dans les travaux d’Emile Borel [6] stipule que les nombres réels algébriques
irrationnels, ainsi que d’autres constantes classiques comme 7 ou e, devraient étre des nombres normaux (voir [1-3,5]).
En particulier, si P(x,2, N) désigne le nombre d’occurrences du chiffre 1 parmi les N premiers chiffres du développement
binaire d’un nombre algébrique irrationnel x, on devrait avoir P(x, 2, N) ~ N/2. A ce jour, minorer la quantité P(x, 2, N)
reste un probléme délicat. Les auteurs de [5] ont obtenu un premier résultat dans cette direction.

Théoréme BBCP. Soient x un nombre réel algébrique de degré d > 2, & > 0, et ¢ := (2 + €)Ag)~ /4, ol Aq est défini comme ci-aprés.
Pour tout entier N assez grand, on a P(x,2, N) > cN/4.,

La preuve proposée dans [5] combine astucieusement des idées provenant de la théorie additive des nombres avec
le théoréme de Roth. Nous montrons qu’en remplacant ce dernier par un résultat nettement plus rudimentaire, a savoir
I'inégalité de Liouville, on obtient un résultat 1égérement plus faible, la constante ¢ étant remplacée par une constante C
plus petite. L'intérét de cette approche est de fournir une preuve totalement élémentaire et un résultat effectif. En effet,
une lacune du théoréme BBCP est qu'il ne permet pas de déterminer un entier N a partir duquel la minoration obtenue est
vraie.

Dans la suite, x désigne un nombre réel algébrique de degré d > 2, b > 2 un entier et log le logarithme en base b.
Notons (X)p := X_rX—_r4+1---X0eX1X2 - - - le développement de x en base b, de sorte que x; € {0, ..., b — 1} pour tout i. Nous
nous intéressons a la quantité P(x,b, N) := Card{i, 1 <i < N|x; #0}. Posons o :=x — |x] + 1, ou |x| désigne la partie
entiére de x, de sorte que (ot)p = 1oX1X2 - -. Soit P(X) = AgX? + -+ A1 X + Ag € Z[X] le polynéme minimal de o, Ag > 0.
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Notons H := max{|A;j| | 0 <i < d} la hauteur naive de «. Notre objectif est de donner une preuve élémentaire du résultat
suivant.

Théoréme 1. Soient & €10,1/2] et C:= (b — 1)~ 1((1 — &)/(d(Ag + D)4, Alors, on a P(x,b, N) > CN'/?, pour tout entier N
vérifiant

6d2 6d2 d
N> max{d(4(b —nH)", (8(b 5 log2<8(b " )) } 1)

Remarque 1. Nous nous contentons de donner ici les principales étapes de la démonstration. Le lecteur intéressé est invité
a se reporter si nécessaire au texte [4] dans lequel les différents calculs sont détaillés. Notons également que le Théoréme 1
permet de donner une mesure de transcendance de certaines séries lacunaires (voir [4]).

Dans toute la suite, ¢ désigne un nombre réel appartenant a ]0, 1/2] et N un entier fixé vérifiant (1). Nous raisonnons
par l'absurde en supposant que P(x,b, N) = P(x,b, N) < CN'4, Pour n > 1, on pose o := X, et oq,0:=1, de sorte que
(@)p = o1,0eQ1,1¢1,2 - - - Pour k et n >0, notons o n := D gcrepn Uk—1,r%1,n—r. Pour tout entier k, 1 <k <d, et tout entier
R > 1, posons Tg(«, R) := Zm>] Ok R+m/b™. Posons égalemglf T(a,R) = Zlgkgd AgT(a, R). Une remarque importante
est que T(«, R) € Z (voir [5, p. 500]). Soit K := |2d log N]. Afin d’obtenir une contradiction, nous allons majorer puis minorer
la quantité

S(a,N):= Y |T(@.R)|. 2)

1<REN-K

Nous montrons tout d’abord une version effective de la majoration de S(«, N) obtenue dans [5, p. 503].
Proposition 2. Si P(«, b, N) < CN'? ona S(a, N) < C4(Ag + 1)(b — 1)4N.

Nous avons besoin du résultat suivant. Il s’agit d'une adaptation directe du Lemme 6.1 de [5] obtenue en reprenant les
preuves du Théoréme 2.1 et du Lemme 6.1 de [5].

Lemme 3. Pour tout entierk, 1 <k <d,ona 3y pen_g Tk(e, R) < (b — D*(P(a, b, NY* +b).

Démonstration de la Proposition 2. D’aprés (2), le Lemme 3 implique S(, N) < Zlgkgd |Akl(b — DX(P(a, b, N)¥ + b).
Puisque par hypothése P(a, b, N) < CN'/4, il vient :

S N) < Aq(CIN+D)b—DT+H Y (N4 +b)b - 1F

1<k<d—1
et donc
Cd—lN1—1/d(b _ 1)!1—] 1 d—1
S, N) < Ag(CIN+b)(b— D4+ HCNYA@h — 1) - HbS (b — D 3
(@,N) < Ag(CIN+b)(b— 1) + b= —Ap -1 " ;( ) (3)

Supposons que b > 3. Puisque (1) assure que N > C~4, on a CN4(h — 1) > 2 et donc
Cd*lle‘l/d(b _ 1)d7‘1 -1 zcdf‘l lel/d(b _ 1)d71
< )
CNVd(h—-1) -1 CNVd(p —1)

De méme, puisque b >3, 0na Y ;g q(b—DF<2(b— 1" et (3) implique alors

S, N) < CIN(b — 1)*(Ag +bAq/(CIN) +2H/(CNY4) + 2Hb/(C?N)).

En outre, un rapide calcul i partir de I'inégalité (1) montre que 2H/(CN'/4) < 1/2 et 3bH/(CIN) < 1/2. On en déduit
comme voulu que S(or, N) < CIN(A4 + 1)(b — 1)%. Supposons i présent que b = 2. On note que I'inégalité (1) implique que
N > (2/C)4. On obtient ainsi

S(a, N) < Ag(CIN +2) +2HCIN'=1/4 4 24dH,
ou encore
S(a,N) < CIN(Aq +2H/(CIN) +2H/(CN4) + 2dH /(CIN)).

D'autre part, (1) garantit que N > (4H/C)? et un rapide calcul donne alors S(a, N) < CIN(Ag+1). O
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Nous allons a présent montrer la minoration suivante :
Proposition 4. Si P(«, b, N) < CN'? ona S(a,N) > (1 —&)N/d.

Comme par hypothése P(«,b, N) < CN'/4, nous pouvons majorer le nombre d’entiers n inférieurs 3 N pour lesquels
o4_1,, N'est pas nul. On obtient (voir [5, p. 501]) :

Q :=Card{0<n<N|og 1,0} <INV (4)

Soient 0= Ry < --- < Rq ces entiers, Rg1:=N et I, :={1<i<Q |Riy1 —R; > eC'=INd/2},

Lemme 5. Soit i un entier appartenant a I¢. Alors, il existe un entier R tel que T(x, R — 1) # 0 dans lintervalle [R; +
Rit1—Ri—K—log(4YH(b—1)) Riii—K
d > Ri41 1

La preuve du Lemme 5 repose sur I'inégalité de Liouville (voir [7, Corollary A.2]) : si & est algébrique de degré d > 2 et
de hauteur H, alors pour tout (p,q) € Z2, g0, on a |& — p/q| > 2~ H~ T max(|p|, |q))~¢.

Démonstration du Lemme 5. Montrons dans un premier temps que
Rit1 — Ri — K —log(4H (b — 1)) > 0. (5)

Puisque i € Iz, on a Riy1 — R; > (¢/2)C'~4N'/4, Comme K < 2dlogN, il suffit de montrer que (£/2)C'~¢N'/? > 2dlogN +
log(4%H (b — 1)), C'est-a-dire que

1/d d—1 d _
N > 2C 2 + log(4°H(b — 1)) .
log N e log N

L'inégalité (1) donne N > ((6C%~1d?/e) log?(6C%~1d?/&))¢ puisque C < 1/(b — 1). On en déduit que

N'4/logN > 6C%1d/e. (6)
D'autre part, (1) implique que log(4?H (b — 1))/log N < d, ce qui démontre I'inégalité (5).
Notons 0= pg < p1 < p2 <--- les entiers r tels que o, # 0. Il existe un entier A < 2bPk-1 tel que
a— > arpbPi=a— APt < (b—1)/bP.
0<i<k—1

L'inégalité de Liouville implique alors bPx < (b —1)4?Hb%r-1 et on a donc py < dpx_1 +log(4%H (b —1)). D'aprés (5), il existe
Riy1—Ri—K—log(4H(b—1)) Rit1 — Ri
d s N - M

un entier pj, appartenant a [ — K]. Puisque o1 p, >0 et ag_q,r;, >0, on a &g g;4+p, > 0.
Notons R := R; + pi. En raisonnant comme dans [5, p. 502], il vient

(N +k)*(b — Dk

T(x, R 1)>A” b§|A|
’ b N& k= 1)IN+1)

En utilsant I'inégalité (1), on obtient aisément

<2HOb - 1D1/N < 1/b,

b (N + Ik — 1)k bH [(N+d—1)(b—-1] -1
~a 2 1Al <o
NE = = DIN+1) ~ NHT[(N+d - Db - D] -1

ce qui permet de conclure que T(«,R—1)>0. O

Démonstration de la Proposition 4. D’aprés le Lemme 6.2 de [5] on a le résultat suivant : soient ro et r; deux entiers tels
que ro <11, &¢4—1, =0 pour tout r appartenant a [rp, 1], et T(o,r1) > 0, alors T(«, 1) > 0, pour tout entier r € [ro,r1]. Si
ielg, le Lemme 5 permet d’appliquer ce résultat avec ro = R; et r; = R — 1. Ainsi, pour tout r € [R;, R—1],on a [T(a,1)| > 1
puisque T(c,r) est entier. En utilisant le Lemme 5 et I'inégalité (4), il vient :

N—K
Riz1—Ri— K —log(44H(b —1
s(a,N):Z‘T(O[’R)bZL i1 —R; dog( ( ))J
R=1 icly
21—8/2
d

log(49H(b — 1)) +d
N_Cd—1N1—1/d(2logN+ og( (d )+ )
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puisque d’aprés [5, p. 502], on a Zielg(RH,] —Ri) = (1 — &/2)N. On déduit aussi de (1) que (log(44"1H(b — 1)) +d)/

(dlog N) < 1. Ainsi S(a, N) > N(# —3¢d-1 1[3%/1;’) et (6) permet alors de conclure. O

Démonstration du Théoréme 1. Par définition de C, les Propositions 2 et 4 sont incompatibles. O
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