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ABSTRACT

Using the Cauchy-Binet formula, one shows that it is possible to simplify the convergence
proofs of the tridiagonal QR algorithm with shifts due to Wilkinson (1968) [12], Hoffmann-
Parlett (1978, 1998) [3,7], and Jiang-Zhang (1985) [4], including the quadratic or cubic
convergence results.

© 2011 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Une forme simplifiée de I'algorithme QR (avec décalages) de calcul des valeurs propres d’'une matrice complexe n x n,
aprés réduction de cette matrice a la forme de Hessenberg supérieure :

a1 hip hsz - hig

B1 a2 hys

H= O hnfz,n . (1)
. Bn—2 o1 hnfl,n

0 0 Bn-1 On

qu'on peut toujours supposer non réduite (B; 20, 1 <i<n— 1), consiste a engendrer une suite de matrices {H(")};@o de
Hessenberg supérieures non réduites, avec des décalages {A(k)}k>0 appropriés, telle que, I étant la matrice identité n x n,
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HO =H, et «<pour k=0,1,..., HO — 1001 = QWR® est la factorisation QR de H® — 1®] et Hk+1D = RWQK) 4 2 ®] =
QW H®Q® », Les décalages A*) sont choisis pour que ﬂlﬁkj] — k00 0 trés rapidement et ayant obtenu ﬂ;’& =0, en quelques
itérations, par déflation on calcule de proche en proche toutes les valeurs propres (voir [1,2,8,11] ainsi que [9,10]). Il n’existe
de démonstration de convergence globale de ces algorithmes avec décalages, avec des choix de décalages «siirs», que dans
le cas hermitien (matrices H® tridiagonales hermitiennes) [12,3,7,4]. On peut toujours supposer H®¥ — 2®T inversible (car

sinon ﬂflkf]” =0, voir [7, p. 161, exercice 8.7.6]), et alors la matrice R®) est définie de maniére unique par la condition

r}f‘i) > 0 (voir [1, p. 92, théoréme 4.5.2]). Dans la suite on omet I'indice k et on utilise le symbole " pour signifier I'itération
k+1 : par exemple Bj = ﬂ;k) 0.0, g = ﬁ;kﬂ)(x(k)). Notant Hj = H;(») la jiéme colonne de H(x) = H — Al = QR, on
rappelle I'expression des colonnes Q; =Q;(1) de Q=Q(2) en termes de déterminants de Gram (qui a été utilisée dans la
preuve de convergence de I'algorithme sans décalage de [5,6]) :

H*H .- HIH;
: 11 17 HiH; --- HiH;
Q= ——det : : oll Y = y(A) =det :
VS | W H - HH; W HeH
H, o Hj Kk k Tk

pour 1 <k<n et yg=1. Ony lit les coefficients de I'inverse R~! de la matrice R = R(A), en particulier rjj= /%
et HEHD = ROQK 4 101 = ROH® — 20DRO™ + A®1 donne f;_; = —%ﬁjq. On rappelle également qu'étant
données deux matrices B et C de tailles respectives k x m et m x k (avec m > k) la formule de Cauchy-Binet est
det(BC) = Z] det(B(J))det(C(J)) ou la somme est faite sur les C’,; = % ensembles de k-uplets d’entiers | =
(1, j2, .-+, k) tels que 1 < j1 < j2 < -+ < jr <m, B(J) étant la matrice k x k obtenue en choisissant les colonnes de
B d'indices j € J et en procédant pour C(J) de facon analogue mais en extrayant des lignes de C (voir par exemple
http://www.math.washington.edu/~morrow/335_11/CauchyBinet1.pdf). Si Hy.; est la matrice n x i obtenue en extrayant les
i premieres colonnes de H(A), on a y; = det(Hj ;Hy;;) et I'application de la formule de Cauchy-Binet, compte tenu de la
forme de Hessenberg supérieure de H montre que y; est une somme de i + 1 termes seulement ol n’apparaissent que
les B; et les déterminants principaux §; = §;(A) de H(x). Finalement, aprés un calcul classique des déterminants §; (ol
81 =g — A), on peut écrire, en convenant de 5 =1, 8, =0 (si bien que y, = |6n|%) et 8o =1, la derniére formule devenant
8i = (@ = M)8i—1 — 1Bi-11*8i-2 = (@ — M) (@i-1 = 1) — |Bi-11*)8i—2 — (& — V)|Bi—2|*8i—3 dans le cas hermitien :

VYiVi=2

Bi1=Y""B, 2<j<n, (2)
Vi-1
i—1
vi= Y _1Bisn1lP1Bisal? - 1BiP18;1> + 181 = 1BilPvic1 +18:%, 1<i<n, (3)
Jj=0
i—2 ) )
8= (i =M1+ Y (=1 "IBiaBig - Bisahjiaisy, 2<i<n. (4)
j=0

2. La preuve de Wilkinson

Dans le cas du décalage de Rayleigh 2% = a® = ap, 8n(=8%) = —|Bn_1/26n_2 et (2) et (3) donnent

) 2

—11%18n=2|/Vn= - -

[Bn—1110n—2| /¥ 2|ﬂn_1|< 1172 [Bn-11 < |Bn-1l;
V-1 1Bn-11?Yn—2 + 8n—112

|Bui1| =

ainsi la suite {|/3,5’i)] [}k>0 converge et si sa limite est zéro, ce qui n’est pas toujours le cas, la convergence est cubique. Dans
le cas du décalage de Wilkinson (otn — A %) (atn_1 — 2 ®) —|B1_1|2 = 0 avec o —A®| < Jon_1 — A0 | d’olt |y — A0 | < |Ba1]
et 8, = —(an — A®)|Ba_2128,—3 et (2) et (3) donnent

. _ 9 1218,— _ 1Py
}ﬂn71|< |Bn—111Bn—2118n—31/Vn 2|,3n71|< |lzn 11“Yn—2 |2l <|Bnal etaussi
Yn—1 [Bn—11Vn—2 + 6n-1|
. N =) 180l / V3 |Bn—111Bn—21218n—3|/Vn—3
[y S LMy PR L = NP Y SR L ol e o 10 PR Y
VY- 1Vn-2 Yn—1Vn-2 VUBn=112Yn—2 + 8n-1*) Yn—2
2
< llb2l Vs g i< Bn_11¥n—2 Bt Bzl < 1Bt Buzl:

V=12 ¥n—2 + 8n-11) V2 S Py, + ot Py
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ainsi la suite {|ﬂ(k) ,B(k)zl}k>0 converge et sa limite est zéro (sinon, comme en [12], on montrerait, aprés éventuellement
(") 2 —~k—oo0 0 C€ qui est absurde car les valeurs propres

d’'une matrice tri- dlagonale hermitienne non réduite sont distinctes) doﬁ ﬂlgk)l —> k00 0 OU ﬂék)z —k—o0o 0 Mais dans ce

extraction de sous suites, que (6n 1 ~ k=00 0 OU Sr(]k) — ko0 0) €t &,

dernier cas on a aussi ﬂn 1 ~k—o0o 0 puisque |ﬂ(k+]) |ﬂ(k) |. Enfin,

< |Bn-11Bn—21*8n-3] . 15 n| /—)/n
[8n| = ’_(an _)\(k))|ﬂn72|28n73‘ B ? I8 |25 | ) ’ﬂnfl‘
= Jon_1—20] n—2| 9n-3

— 1Bl

montrent que la convergence est toujours quadratique et qu'elle est cubique si |o;—1 — A®| reste minoré par une constante
non nulle.

3. La preuve de Hoffmann et Parlett

On reste dans le cas du décalage de Wilkinson et on montre d’abord que |B,_;| < /yﬁl et % <min(|Ba—21%, 2|Bn-1l,

‘Bn—lﬂn—z‘ ACTi
A ). On peut écrire

Vn |Bn—11/Vn—2 <

= < , et
|/3n ! |  Vn—1 q/)/nfl Yn-1
<1
Vn (|,3n 111Bn- 2| [8n— 3|)2 < |Bn— 1|2|,3n 2|2Vn <IB |
Yot~ But Pz + 0P Bat Pz o

et comme 8, = (ot — 2881 — [Bn_1128n—2 et |an — A% < |Ba_1] on a aussi [8,] < |Ba1l18n—1] + |Bn—1/*I8n—2| donc

- 2180117 UBn=11*184_2 > +18n—11%)
18012 < 21801128112 + 1 Bu-12[dn—212) et il vient ;2o < 2t P B0 < 318,112 car [8y-2/% < yu-2. Enfin

Y1 = 1Bn—11*Yn—2 + 8n—11* = |Bn=11*(1Bn—21*Yn—3 + [8n—2%) + |8n_11?
16012 ENE
|,3n 2|2 2|/‘3n—1|2

|.3n l| |,3n 2| |5n 3| +|,3n 1| |5n 2| +|5n 1|

montre que
1 1 _1Bn—
Yn < : : < . _ |ﬂn lﬂn 2|'
Yn-1 + V2

‘,Bn—2|2 2|Bn-1 ‘2 \/i|,5n—113n—2‘

On établit ensuite

VYnVn=2 /Yn-1Vn-3 Yn [Bn—21/Vn—3
[Bn—1Bn—2| = [Bn—1l
Yn—1 Yn-2 Yn-1 v Vn—-2 Vn—
%(_/

<1
Baa|’ < ,/y W - ﬁwnm%zmmzwnfﬂ

et la convergence se déduit de

|Bn—11?1Bn—2]
|Bna]’|Brzal < ,/ yn_ Bl < N

On peut traiter de facon analogue le décalage de Jiang et Zhang [4] (on choisit pour A% le décalage de Rayleigh si
|Bu—21? > 2|B1—1]* et celui de Wilkinson sinon) qui donne un algorithme a convergence cubique dans tous les cas hermi-
tiens. Enfin dans le cas non hermitien, s’il y a convergence avec le décalage de Wilkinson, (2), (3) et (4) montrent que la
convergence est superlinéaire en général et quadratique si la matrice est normale. On obtient ainsi une présentation acces-
sible dans les premiéres années de 1'Université pouvant rendre compte au moins en partie des performances de I'algorithme
qu'on peut observer en travaux pratiques par exemple en le programmant sous MATLAB. De plus il n’est pas impossible
que les formules (2), (3), (4) soient utilisables dans le cadre des décalages multiples, mais il faut probablement ajouter de
nouvelles idées.

|Bn—1l§n—2| = |ﬁn 1|
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