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Dans cette Note, nous déterminons l’estimateur par le minimum de distance de Hellinger
des paramètres d’un processus gaussien stationnaire et fortement dépendant. Sous
certaines conditions, nous établissons les propriétés asymptotiques de l’estimateur.
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a b s t r a c t

In this Note, we determine the minimum Hellinger distance estimator of the parameters
of a stationary Gaussian and strongly dependent process. Under some assumptions, we
establish the asymptotic properties of the estimator.

© 2011 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

The present Note deals with the estimation of the parameter vector θ0 based on a finite number of observations
X1, . . . , Xn and studies its asymptotic behavior under some hypotheses. We construct an estimator θ̂n of the parameter θ0.
The values of this estimator belong to a compact set Θ ⊂ R

q and minimize the Hellinger distance between f (·, θ0) and fn,

where fn is a suitable nonparametric estimator of the density of the Xi ’s. We suppose that the process {Xn}1�n is a centered
stationary and strongly dependent Gaussian process with density f (·, θ0).

Main results

Theorem 1 (Almost sure convergence). Let assumptions (A1), (A2), (A6), and (B1)–(B5) be fulfilled. If θ0 is in the interior of Θ , then
θ̂n converges almost surely to θ0 when n → +∞.

For the following theorem, S(·, θ) = f 1/2(·, θ),

Ṡ(·, θ) =
(

∂

∂θ1
f 1/2(·, θ), . . . ,

∂

∂θq
f 1/2(·, θ)

)T

,
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Ṡ(·, θ)T is the transpose of Ṡ(·, θ) and

ρ(x, θ) =
[ +∞∫

−∞
Ṡ(x, θ) Ṡ(x, θ)T dx

]−1

Ṡ(x, θ).

Consider Id the identity function, I{.} the indicator function, F (.) the continuous marginal distribution function of the
sequence {Xi}i�1 and Fn(x) = n−1 ∑n

i=1 I{Xi � x}, x ∈ R, the sample distribution function. The integer m is the Hermite
rank of the family{

I
{

Id(.) � x
} − F (x): x ∈ R

}
where F (x) = Prob(Xi � x).

Let Fn(x) − F (x) = n−1 ∑n
i=1 Bx(Xi), where Bx(.) = I{Id(.) � x} − F (x). In

L2(φ) =
{

g:

+∞∫
−∞

g2(z)φ(z)dz < +∞
}

, where φ(z) = 1√
2π

exp

(
− z2

2

)
,

let us consider the Fourier–Hermite expansion

Bx(.) =
+∞∑
k=m

Jk(x)
Hk(.)

k! , where Hk(z) = (−1)k exp
(
z2/2

) dk

dzk

(
exp

(−z2/2
))

, z ∈ R

is the k-th Hermite polynomial and Jk(x) = E(Hk(.)Bx(.)), k = 0,1, . . . . Denote by

d2
m,n = Var

(
n∑

i=1

Hm(Xi)

)
and J ′

m(x) = d Jm(x)

dx
.

Theorem 2 (Asymptotic distribution). Let assumptions (A1)–(A6) and (B1)–(B5) be fulfilled. If θ0 lies in the interior of Θ and∫ +∞
−∞ Ṡ(x, θ0) Ṡ(x, θ0)

T dx is a non-singular (q × q)-matrix, then the limiting distribution of nd−1
m,n(θ̂n − θ0) is (Zm(1)/m!)×∫ +∞

−∞ Ψ (x, θ0) J ′
m(x)dx where {Zm(t)}0�t�1 is the Hermite process and Ψ (x, θ0) = ρ(x, θ0)/2 f 1/2(x, θ0).

1. Introduction

Nous considérons un processus gaussien stationnaire {Xn}1�n centré et fortement dépendant de densité f (·, θ0), tel que
γ (t) := E(X1 X1+t) = t−α(θ)L(t), t = 1,2, . . . où pour chaque θ ∈ Θ un sous-ensemble compact de R

q , il existe une fonction
α telle que 0 < α(θ) < 1 et L(.) est une fonction à variation lente à l’infini éventuellement positive. De plus γ (0) = σ(θ)

où σ est une fonction définie sur R. Le but principal de cette note est d’estimer θ par la méthode du minimum de distance
de Hellinger (MDH) et d’étudier les propriétés asymptotiques de l’estimateur MDH sous certaines conditions. L’estimateur
du maximum de vraisemblance (voir Huber [5]) est connu pour ses propriétés d’efficacité asymptotique sous des conditions
régulières, cependant il a de très mauvaises propriétés de robustesse. Par ailleurs, les alternatives classiques robustes de la
famille des M-estimations ne sont pas asymptotiquement efficaces (cf. Hampel et al. [3]). Les estimateurs qui combinent
la propriété d’efficacité asymptotique avec celle d’une forte stabilité peuvent avoir une grande valeur dans la pratique.
Pendant longtemps, l’on a pensé qu’un estimateur robuste ne pouvait pas être efficace et vice-versa. Il a été montré que
certains estimateurs du minimum de distance sont non seulement efficaces mais surtout fortement robustes. Dans cette
classe de minimum de distance, nous pouvons citer le minimum de distance de Hellinger (MHD). Comme exemples d’étude
de l’estimateur (MHD), on peut citer Beran [1] dans le cas indépendant. Dans le cas des modèles bilinéaires, on a Hili [4].
Pour les modèles linéaires univariés fortement dépendants, on peut citer Bitty et Hili [2].

Dans la Section 2, nous définissons quelques notations et hypothèses utiles. La Section 3, qui constitue l’essentiel de cette
note, établit la convergence presque sûre et la loi asymptotique de l’estimateur.

2. Notations et hypothèses

Soit F = { f (·, θ)}θ∈Θ une famille de fonctions telle que pour chaque θ ∈ Θ fixé, f (x, θ) : R → R est une fonction positive
et intégrable. Supposons que F vérifie les hypothèses suivantes :

Hypothèses A.

(A1) Pour chaque θ ∈ Θ , la fonction x �→ f (x, θ) est continûment dérivable.

(A2) Pour chaque x ∈ R, la fonction θ �→ f
1
2 (x, θ) est continûment dérivable.
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(A3) Pour chaque x ∈ R, θ �→ ∂
∂θ j

f
1
2 (x, θ),1 � j � q est continue et pour tout j, la fonction θ �→ ∂

∂θ j
f

1
2 (x, θ) est dans L2(Rq).

(A4) Pour chaque x ∈ R, la fonction θ �→ ∂2

∂θ j∂θk
f

1
2 (x, θ),1 � j,k � q est continue, et pour tous j,k, la fonction θ �→

∂2

∂θ j∂θk
f

1
2 (x, θ) est dans L2(Rq).

(A5) Il existe une constante λ > 0 telle que

inf
θ∈Θ

inf
x∈R

f (x, θ) � λ.

(A6) Pour θ, θ ′ ∈ Θ,θ 	= θ ′ implique que {x ∈ R, f (x, θ) 	= f (x, θ ′)} a une mesure de Lebesgue positive.

Soit G =L1(R), l’ensemble des fonctions intégrables sur R. On définit pour θ ∈ Θ, la fonctionnelle :

H2 : F × G → R

(
f (·, θ), g

) �→
(∫

R

∣∣ f
1
2 (x, θ) − g

1
2 (x)

∣∣2
dx

) 1
2

où H2 est la distance de Hellinger sur F × G. On définit aussi la fonctionnellle T comme suit :

T : G → Θ

g �→ T (g) = arg min
θ∈Θ

H2
(

f (·, θ), g
)
.

Soit les observations X1, . . . , Xn de densité f (·, θ0), où θ0 ∈ Θ . Nous construisons un estimateur du vrai paramètre du mo-
dèle θ0 . Nous choisissons pour cela une valeur de θ qui minimise la fonction H2( f (·, θ), fn(.)) où fn est un estimateur non
paramétrique de f (·, θ0) défini par : fn(x) = (nbn)−1 ∑n

i=1 K (
x−Xi

bn
), x ∈ R. Nous supposons que le noyau K est symétrique,

positif et tel que
∫

R
K 2(s)ds < +∞. La fenêtre bn satisfait limn→∞ bn = 0 et limn→∞ nbn = +∞. Nous notons par ν le rang

de Hermite de K (
x−Xi

bn
) − E K (

x−Xi
bn

).

Hypothèses B.

(B1) Le noyau K est une fonction symétrique et positive tel que K (ζ x) est une fonction décroissante en ζ > 0 pour x fixé
dans R.

(B2) Il existe un entier naturel υ > max( τ
α(τν−m)

, m
ν−m/τ ) tel que limn→+∞

b(n+1)υ

bnυ
= 1 où bn := n−mα(θ)/2τ et τ un réel

strictement positif.
(B3) L’entier m est tel que 1 � m < 1

α(θ)
et le nombre réel τ satisfait τ > max(2m,

mα(θ)
1−mα(θ)

).

(B4) Pour l > τ, f (·, θ) admet des dérivées d’ordre l − 1 absolûment continues et la dérivée d’ordre l, f (l)(·, θ) est bornée
sur R.

(B5) Pour l > τ,
∫ +∞
−∞ |s|l K (s)ds < ∞,

∫ +∞
−∞ s j K (s)ds = 0 pour j = 1, . . . , l − 1 et

∫ +∞
−∞ sl K (s)ds 	= 0.

3. Distribution asymptotique de l’estimateur

Dans cette section, nous étudions la convergence presque sûre et la convergence en loi de l’estimateur θ̂n = T ( fn) du
vrai paramètre θ0.

Les notations utilisées dans le Théorème 3.2 sont identiques à celles utilisées dans le Théorème 2 de la version anglaise
abrégée.

Lemme 3.1. Supposons que f (·, θ0) vérifie les hypothèses (A1) et (B1) à (B5), alors l’estimateur fn converge presque sûrement vers
f (·, θ0) dans la métrique de Hellinger.

Théorème 3.1 (convergence presque sûre). Supposons que la famille F vérifie les conditions (A1), (A2), (A6) et (B1) à (B5). Si θ0 est
dans l’intérieur de Θ , alors θ̂n converge presque sûrement vers θ0 quand n → +∞.

Théorème 3.2 (distribution asymptotique). Supposons que les hypothèses (A1) à (A6) et (B1) à (B5) sont satisfaites. Si θ0 est dans
l’intérieur de Θ et si

∫ +∞
−∞ Ṡ(x, θ0) Ṡ(x, θ0)

T (x)dx est une matrice carrée d’ordre q inversible, alors la loi limite de nd−1
m,n(θ̂n − θ0) est

(Zm(1)/m!) ∫ +∞
−∞ Ψ (x, θ0) J

′
m(x)dx où {Zm(t)}0�t�1 est le processus de Hermite.

N.B. Les preuves du Lemme 3.1, du Théorème 3.1 et du Théorème 3.2 peuvent être consultées dans la version longue de
notre article.
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