C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 349 (2011) 629-632

Contents lists available at ScienceDirect

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |

www.sciencedirect.com

Analyse mathématique

Une remarque sur la valeur absolue dans certains espaces de Sobolev ou
de Besov

Remark on the absolute value in Sobolev spaces

Pierre Gilles Lemarié-Rieusset

Laboratoire analyse et probabilités, EA2172, Université d’Evry Val d’Essonne, 91025 Evry cedex, France

INFO ARTICLE RESUME

Historique de I'article : Nous démontrons, pour 1/2 < s < 1, I'équivalence entre la norme H° de f et celle de |f]|.
Requ le 27 avril 2011 © 2011 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
Accepté apreés révision le 9 mai 2011

Disponible sur Internet le 31 mai 2011 ABSTRACT

Présenté par Yves Meyer )
We show, for 1/2 < s < 1, the equivalence between the H® norm of f and the norm of | f|.

© 2011 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Enoncé des théorémes

Définition 1. Si 0 <s < 1, 'espace H(R") est I'espace des fonctions f localement de carré intégrable qui vérifient

_ 2
”f”?'{s_f/ |f|iX) FI dxdy < 400

e —y |n+25
X

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 1. Si 1/2 < s < 1, si f est une fonction continue de R" vers R, alors f € H* si et seulement si | f| € HS et il existe une
constante Cs , > 0 qui ne dépend que de s et de n telle que

N < UFWigs < Csanl| 11| s
Le théoréme s'étend au cas des espaces de Besov Bj,” :

Définition 2. Si 0 <s <1 et 1 < p < +o0, I'espace B;P(]R”) est I'espace des fonctions f mesurables pour la mesure de
Lebesgue qui vérifient

‘ If & — f&x+Mlp
Ih|*

< 400

dh
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||f||g;v = ’
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On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2. Si 1 < p < +oo et 1/p <s < 1, si f est une fonction continue de R" vers R, alors f € Bsp’p(R”) si et seulement si
|fle BZP(R") et il existe une constante Cs , , > 0 qui ne dépend que de s, de p et de n telle que

|||f|||[;5p.lJ < ||f||3§7vp < Cs,p,n|||f|HB;P

2. Lecas p =+o0

Le cas p = +oo est trivial. Lespace B5 est I'espace des fonctions héldériennes. Pour vérifier que f est héldérienne si
| f| l'est, il suffit de remarquer que si f(x)f(y) <0 et si f est continue, alors (théoréme des valeurs intermédiaires) il existe
z € [x, y] tel que f(z) =0. On écrit alors

[f = fnl<|[f@o]=[f@l +[f@| = [FDIl <2[If1] s lx = yI*
3. Lecasn=1etp < +o0

Dans le cas de la dimension 1, I'espace B’;‘p pour 1/p <s <1 est composé de fonctions continues et nous allons montrer
une version précisée de I'inégalité de Hardy [2,6] :

Lemme 1.5i1/p <s < 1et1 < p < 400, il existe une constante Cs , > 0 telle que, pour tous a < b < 400

it e, [ M0 e

m—mm

Preuve. Par convergence monotone, il suffit de traiter le cas b < +oco. Par invariance par translation ou par dilatation, on
peut supposer a =0 et b = 1. Quitte a régulariser f en w * f avec w € D, on peut supposer que f est C* et donc que le

membre de gauche de I'inégalité est fini. On pose N(f) = ff[o 1x[0.1] LO-SWP qydy et A(f) = fol w dx.

|x— y‘1+ps
Pour estimer A(f), on écrit

1 x/2
p P dy
A(f) = W/U(X) f(0)| /mdx
x/3

et donc

(AP < (=N L - /HZmy) JOIF 4 4x "
2ps _ ( )ps 2ps _ (%)ps |x — y|l+Ps y
0 x/3

et finalement

1/p —ps 1/p
p _ ps 1-27P )

A _— + | —

( (f)) (zps ( )ps (f)> <2P5 AP

Appliquant les accroissements finis a 2P — 1P et a 4P5 — 3PS et puisque ps > 1, on voit que
de contrdler A(f) par N(f). O

1-2"P

e <1, ce qui permet

Cette inégalité a pour corollaires les lemmes suivants :

Lemme 2.5i1/p <s < 1et1 < p < +oo, il existe une constante Cs , > 0 telle que, pour tout f € B;‘p(R) et tout intervalle ouvert I
tels que f(x) = 0 aux extrémités de I, on a

||f11||3;11 < Cs,pllflll';;ﬂ

Lemme 3.5i1/p <s < 1let1 < p < +oo, il existe une constante Cs , > 0 telle que, pour tout f € Bi’p(R) et tout intervalle ouvert |
tels que f(x) =0 pourtoutx ¢ I,ona
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[f(x)— fI? [fx)— fIP
/ |x — y|1+ps dXdygcs‘p/ |x — y[1+ps dedy
RxR IxI

Preuve. On écrit I =]a,b[. On pose N(f) = [f,, VO-JOP qydy, A(f) = i Q- @P gy (si g = —oc0, on pose A = 0)

|x— y‘1+ps |x— g‘PS

et B(f) = f, |f(‘>;)) ){lg’)lp dx (si b =+o00, on pose B=0). Si f est nulle en dehors de I, on vérifie facilement ||f||gs,p =
p
N(f)+ %(A(f) + B(f)) et on applique le lemme 1. O

Nous pouvons alors énoncer le lemme principal :

Lemme4.S5i1/p <s < 1et1 < p < +oo, il existe une constante Cs p > 0 telle que, pour tout f € B;‘p(R),si Qr={xeR]| f(x)#0}
etsi 25 =3 ..k Iv, K CN, est la décomposition de $2f en intervalles ouverts disjoints, on a

Z/ If &) — f(J’)Ip / Ifx) = fFIP dxdy < C, Z/ Ifx) = fIP dxdy

1+ps 1+ps 1+ps
- - — Y
keK Tex Iy keK |

Preuve. On pose fi =1y, f, Ik = lak, br[. Enfin, on note A =3, Ix x Ix. En remarquant que |f(x)|P =3 .. | fk®)|?, on
écrit (avec la convention s =0sic=—0co0ouc=+400):

lc— X\p
[f(x)— fIP | f(x) — f(y)lp [f(x)— fI?
/ x— y|T+ps d"dy_/ Tyl // Tx—yres XA
RxR RxR—A
[fx)— f)IP [ f(x)]P
\Z/ Tx— s KV +2) // oy Y
kekK Tex Iy kEKerk Vel
[fG)— fFIP 1 1
\2/ Cx—y|ips dXdy+CSZ/‘f(X)‘ (IX ag|Ps Ibk—XI"s>dX

keK | keK

On conclut alors en appliquant a fi les lemmes 2 et 3. O
Le théoréme 1 dans le cas n =1 est alors une conséquence directe du lemme 4.
4. lecasn>1

Pour traiter le cas général, on utilise les coordonnées sphériques : on a

1 _ p
i =y [ [ [P IO  sxapo

|p|1+sp

sn-1 R RP

puis en écrivant x=y +to avec y e ot

1 +(p+t)o)— f(y +to)|P
||f||g;p:§/</< / If(y+(p |;<|71)+spf(y o)l dtdp>dy)da

sn—1 ol RxR

La démonstration des Théorémes 1 et 2 dans le cas général se raméne donc au cas n=1.
5. Un exemple d’application

Comme exemple d’application, nous allons considérer le probléme de la régularité des solutions faibles de I'équation
quasi-géostrophique dissipative. Notons A = 4/—A l'opérateur de Calderén. Pour 0 < o < 1, I’équation quasi-géostrophique
dissipative (Q Gy) est I'équation :

90 +1.V6 = — A2

i =(—R20, R16)

6(0,.) =6
oll R; est la transformation de Riesz R; = \/+_A8j. Le terme d'advection i.V6 peut se réécrire div(fii) et on peut donc
considérer les solutions peu réguliéres de I'équation modifiée :
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3:0 + div(o1) = —A2*0
il = (—R20, R16)
6(0,.) =6

En 2008, Marchand [5] a étudié le cas d’'une donnée initiale 6y € LP ; pour 2 < p < +00, il a établi I'existence de solutions
faibles qui vérifient de plus

t
pourt >0, |6, .)Hg +p//9|9|P*2A2“9dxds< 60115
0

ou I'intégrale double donne une contribution positive, comme le montre I'inégalité de Cérdoba [4]
2/|A“(|9|P/2)|2dx< p/9|9|P*2A2“9 dx

Cette inégalité montre que |0|P/? appartient i L?I;I“, ce qui entraine que |6| appartient a LP Bf,a/p’p. Cependant, la régularité
de la fonction 6 elle-méme restait obscure.
En collaboration avec D. Chamorro, nous avons montré dans [3] une inégalité plus précise, pour 0 <« < 1,

o1

< Cpa 0161 |

/ —2 42
e S < Cp’a/0|(9|p A9 dx
La démonstration utilisait des propriétés élémentaires des semi-groupes de diffusion [1]. Dans le cas 1/2 <« < 1, le théo-
réme 1 permet une autre démonstration de cette inégalité.

6. Remarques finales

Le théoréme 2 est faux si f est a valeurs complexes ou si 0 < s < 1/p, comme le montrent les contre-exemples suivants :

a) fonction a valeurs complexes : prendre f(x) = (x)e'n\xl ot ¢ € DR), p(0)=1 et ¢(x) =0 pour |x| >1/2;
b) cas 0 <s < 1/p : prendre g(x) =1j0,1(X); 0ona g € B} p(]R) pour 0 <s < 1/p (et g peut étre approximée en norme B 5P
par des fonctions continues); si fy = 2N ]( 1)"g(x —k), on a

1/p

1 2
X 1/p— 1
|||fN|||,;sp,p=Hg(ﬁ)HBw=<2N> " Slglge et Ul > NP ( [ [ dxay
P 01

I fnll 5P
de sorte que llmN_>+oo m =
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