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d’'un nombre d* bien plus petit de variables. On présente des conditions suffisantes portant
Présenté par Paul Deheuvels sur la relation entre d, d* et l'intensité du bruit qui permettent d’estimer I'ensemble des
variables pertinentes de fagon consistante. Ces conditions sont prouvées d’étre minimales
(a une constante multiplicative prés) dans le cadre ot d* n'augmente pas lorsque le niveau
de bruit diminue, et presque minimales lorsqu’on autorise d* a grandir quand le bruit
diminue.
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ABSTRACT

We are interested in the variable selection task in the Gaussian white noise model. We
suppose the dimension of the input variable is very large but the regression function
depends on a much smaller number d* of coordinates. We propose two methods based
on thresholding that select the correct subset of variables with high probability, and get
minimal conditions od consistency when d* is a constant, and nearly minimal conditions
when d* is large.

© 2011 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

On considére le modéle d’observations idéalisé du bruit blanc gaussien : la donnée observée (X(t),t € [0, 1]9) est une
réalisation du processus X défini par la différentielle stochastique

dX@t) = f(t)dt +n~2dw (), telo,1]1¢

ol f est la fonction de régression inconnue, W = (W (t), t € [0, 1]%) est le processus de Wiener standard en dimension d
et n un entier. On suppose que f dépend en fait d'un nombre d* de ses coordonnées, avec d* bien plus petit que d. En
d’autres termes, il existe un sous ensemble | C [1,d] de cardinal d* et une fonction g : [0, 119" = R telle que f(t)=g(t)),
vt €[0,119, ot t | représente le vecteur obtenu a partir de t en supprimant toutes les coordonnées dont I'indice n’est pas
dans J. On s'intéresse a I'estimation de J dans le cadre non-paramétrique, en supposant uniquement que f est réguliére
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d’ordre deux. De plus, on ne suppose pas la connaissance exacte de d* mais seulement celle d'un majorant s. La particularité
de notre approche est que I'on permet a d, s et d* de dépendre de n.

On suppose que f appartient a 'ensemble suivant, ott (O[f1)ycze est la suite de ses coefficients de Fourier dans la base
trigonométrique :

()4 {f: max > Kol f1? < L}.

veey

kezd
De plus, afin que I'ensemble ] soit identifiable, on suppose que f vérifie, avec k¥ > 0 :
Q= ) alfP>k. Viel. (1)
k: kj#0

Le probléme de sélection de variables en grande dimension que 'on considére ici a été étudié, dans le cadre du modéle
de régression, dans les travaux [1,5] ou des algorithmes de sélection basés sur des méthodes locales ont été proposés.
Cependant nos résultats indiquent que les conditions de consistance de leurs méthodes sont sous-optimales. En effet, nos
deux estimateurs sont consistants sous des conditions plus faibles concernant I'ordre de d ainsi que I'ordre de d*. Tandis que
dans ces deux articles, d* ne peut pas étre d’ordre supérieur a une constante, et d d’ordre supérieur a logn, nous présentons
deux méthodes qui permettent a d d’étre d’'un ordre beaucoup plus élevé—la seule restriction étant que logd est négligeable
face a n—quand d* est une constante. Nous fournissons également dans la derniére section des résultats du type «borne
inférieure » (voir [7, Section 2.6]) qui prouvent que les restrictions imposées ne peuvent pas étre significativement allégées.

2. Sélection de variables par seuillage

Soit {¢g; k € Z4} la base trigonométrique de L2([0, 1]%;R). On translate le modéle fonctionnel original en le modéle
séquentiel suivant :

Vie=b+n"&, kel 2)
ol yp = f[o 14 P (®) dXx(), 6 = /.[01]0’ f®@r@) dt et les {&:;k € Z4} forment une famille de variables aléatoires indé-
pendantes gaussiennes centrées réduites. Pour tout vecteur ¥ de coordonnées xi,...,X, et pour tout g > 0, on utilisera

les notations ||x|lq = (Zj|Xj|q)1/q. Ixllo = Card{j: x; # 0} et ||X]lc = max; |xj|. Si 'on fixe deux entiers ¢,i € [1,d] et
un réel m > 0, on note Sy, = {k e Z%: |kls <m, |klo <t} et an,z = {k € Sm¢: ki # 0}. On remarque que l'on a
J={jie[1,d]: max, ¢ |6r| > 0}. Cest pourquoi on propose d’estimer | par I'ensemble suivant, pour des parametres
A >0 et m> 0 dont la valeur sera précisée plus tard :

]ﬂm,k):{je[[l,d]]: max |yk|>)\}. 3)

keSy,

Proposition 2.1. Pour un réel B > 2L/k, on pose m = (Bs)1/4, 32 = mloﬁﬂ et N(d*, m) = Card({k € Z* x Z4"~1: ||k|4 <m}).
Si

sN(d*,m)log(6md) «
< — 4
. <33 (4)
alors la probabilité de I'événement J1(m, 1) # ] est majorée par P(maxges,,  1&k| > n1/2)) < (6md)—*. Par conséquent, si (4) est
satisfaite et d = d,, tend vers +oo lorsque n — oo alors ]1 (m, A) est un estimateur consistant de J.

Afin de présenter I'intérét de ce résultat, considérons la situation ot la dimension intrinséque d*, ainsi que son majorant
s ne dépendent pas de n ou restent bornés lorsque n — oo. Une conséquence intéressante de la Proposition 2.1 est que si
d =d, — oo lorsque n — oo et logd, = o(n) alors ]1 est un estimateur consistant de J. Ce résultat n’est pas valide si 'on
remplace ]1 par les estimateurs de ]| proposés dans les travaux précédents sur ce sujet (voir [1,5]).

On propose maintenant une deuxiéme méthode de sélection qui utilise le seuillage par bloc et, lorsque d* est une
fonction croissante de n, parvient a estimer J de facon consistante sous des conditions légérement plus faibles que celle
de la Proposition 2.1. Pour tout £ € [1,s,], toute partie I C [1,d] et tout i € [1,d] on note P4 = {I: Card(l) = ¢} et
Sin,, ={keZ% |k|s<m et (i} C supp(k) C I}. On vérifie aisément que, pour tout j € J, Q4 = limp_ o0 Zkes{; ) 0,% > k.
j &

Ainsi, Vj € J, YT > 1 et pour m assez grand, il existe I € PY,, tel que Q=

2 kes) 9,3 >k — %). Cette propriété,
. m,I

]

o[> Hous mene a définir

combinée avec le fait que Qrﬁ I S Zkesj (y,zc — %) est un estimateur sans biais de Q
’ m,l

A . ~ 7 X
J2({me, 1)) = {1 e [1.d]: maxQ,, > 2 ve gs}
Iepd n

ol les parameétres (my, A¢), £ =1,...,s, seront définis dans la proposition suivante.
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Proposition 2.2. Soit T > 1 et soit B un réel satisfaisant B > TL/k. On pose, pour tout £ < s, my = (B£)1/4 et 1, = 2(N(€, mg) x
(s +1)logd)!/? +2(s + 1) logd. Si
4(N(d*, ms)(s + 1) logd)1/2  8(s+1)logd ( 1 )
—+ <K

1——
n n T

(5)

alors P(jz({mg, Ae}) # J) < 12/d. Par conséquent, si (5) est satisfaite et d = dy, tend vers +oo lorsque n — oo alors ]2({mg, Ae}) est
un estimateur consistant de J.

Remarque 1. Méme si la complexité computationnelle des procédures de sélection n’est pas I'objet de cet article, il convient
de noter qu'elle nest pas toujours exponentielle en d ou d*. Par exemple, pour déterminer J;, une stratégie raisonnable
consiste a calculer étape par étape les coefficients yj. A chaque étape £ =1, ...,s, seuls les yj avec k| o = £ sont calculés et
comparés au seuil A. En cas de dépassement de ce seuil par yj, toutes les variables correspondantes aux coordonnées non-
nulles de k sont classées comme pertinentes. On arréte cette procédure itérative lorsque le nombre de variables déclarées
pertinentes est > s. Cet algorithme a, dans les pires des cas, une complexité exponentielle, mais il y a un nombre important
de situations ol la complexité est polynomiale en d et en s. Cest le cas, par exemple, pour le modeéle additif : f(t) =
fiy (Gi) + -+ fige @ig)-

3. Borne inférieure

On s'intéresse d’abord au cas ol d* ne dépend pas de n. On observe alors que les deux estimateurs J; et J, sont
consistants dés que s,logd, = o(n) quand n — oo et, avec la connaissance préalable de d*, on aurait obtenu le méme
résultat avec la condition logd, = o(n) quand n — oo. La proposition suivante dit que si cette condition n’est pas vérifiée,
alors, pour tout estimateur, il existe au moins une fonction f telle que la probabilité d’erreur ne tend pas vers 0.

Pour tout (L,k) € Ri et d* € N, on définit ¥ = X(L,«,d*) comme I'ensemble des fonctions de X'(L) telles que le
cardinal de J soit au plus d* et satisfaisant la condition (1). De facon a ce que X ne soit pas vide, on suppose que k < L.
Proposition 3.1. Si pour un certain « € (0, 1/8) l'inégalité d*(logd, — logd*) > o ~Tni est vérifiée pour tout n > 1, alors il existe
une constante ¢ > 0 telle que inf]” supsres Pr(Jn # J§) 2 ¢, Vn > 1, ot linfimum est pris sur la collection de tous les estimateurs Jy.

Intéressons-nous maintenant au cas out d* =d;; tend vers co avec logd; = o(logdy). Pour éviter les complications tech-
niques peu informatives, on se focalise sur le cas ot s = d* est connu. Sous cette hypothése, la condition assurant la
validité de la Proposition 2.2 est plus faible que celle de la Proposition 2.1. La condition (5) de la Proposition 2.2 fait
apparaitre deux termes, (d;logd,)/n et (N(d;, mgx)dy; logdy)'/?/n, qui ne doivent pas exploser lorsque n — co. On s'in-
téresse maintenant a la deuxiéme, qui n'est pas loin d’étre optimale a une constante prés. Pour tout y réel positif,
on pose Ni(y) = Card{k € 74 ||k||j‘l < yd*} et Na(y) = Card{k € 74 k‘z1 + o+ kg* < yd*} en remarquant au pas-
sage que N(d*,mg«) = N1(y) — N2(y) avec y =Lt /k. On définit les fonctions h et I, sur (0,1) par h(z) =) 5 2 et
I, (z) =log(h(z)z™7). Ces fonctions sont trés étroitement liées aux quantités N1(y) et Na(y) (voir [6]). Soit z(y) I'unique
solution dans (0, 1) de I’équation l’y (2) =

Proposition 3.2. Supposons que >1+ 22(1), et soit y* le plus grand entier y satzsfalsant >y + ﬁy)). Si9(N1(y™*) —
Na(y*))? 1og(g';) > k2n® N1 (y*) alors il existe une constante positive ¢ > 0.0875 telle que, si dy est assez grand, inf] Supfes Py x

J#£D=c

Dans la section précédente, on a prouvé la consistance de I'estimateur ]2 sous la condition que d”ls—zgd”(N] — Ny)(tL/k)
reste borné par une constante. Le but de la Proposition 3.2 est de prouver que cette condition est presque minimale. En

(N1(y*)—~Na(y*)* log ({2 . .
! N?(V*) (d”) est du méme ordre que (N1 — N2)(y)d;; logdy. 1l s’ensuit, au vu de

ogdn
7 (

effet, on peut vérifier que le terme

la Proposition 3.2, que I'estimation consistante de | est impossible si N1 — Np)(y*) est supérieur a une constante.
Par conséquent, on retrouve presque la condition de la Proposition 2.2 a la différence prés que I'argument de N; — Ny est
y* au lieu de tL/k. Cette différence tend a disparaitre lorsque % devient de plus en plus grand, car y devient de plus en

plus proche de % Quant a l'ordre de N1(y) — Na(y), il est approximativement de la forme f(y)d*.

Remarque 2. Les résultats énoncés dans les Propositions 2.1, 2.2 and 3.1 impliquent des bornes non asymptotiques du méme
type pour le risque, lorsque la qualité d’'un estimateur j de cardmal < s est mesuree par la distance de Hamming A(] D.
En effet, il est clair que A(J, J) < 251#1, impliquant que Ef[A(] DI< Zst(j # J) < 2s/(6md)* sous les conditions de
la Proposition 2.1. On a donc E¢[ A(], 1 — 0 lorsque d — oo, quelle que soit la valeur de s. De la méme facon, I'inégalité
1]#] < A(], J) implique que sous les conditions de la Proposition 3.1, il vient Ef[A(], Dl>c
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4. Conclusion

Dans cette Note, nous avons proposé deux estimateurs de I'ensemble des variables pertinentes d'une fonction dans le
modéle du bruit blanc gaussien. Nous avons exhibé des conditions sur la relation entre la dimension ambiente, la dimension
intrinséque et le niveau de bruit qui garantissent la consistance des estimateurs proposés. La (presque) minimalité de ces
conditions a été également prouvée. Dans 'avenir, nous voudrions étendre ces résultats aux modéles de diffusions, en utili-
sant les techniques de [4], ce qui permettrait de réduire la dimension et d'utiliser des méthodes d’adaptations clasiques [2].
Il serait également intéressant de mener une étude analogue pour les modéles a plusieurs directions révélatrices [3].
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