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Many natural mathematical objects, as well as many multi-dimensional signals and images from real physical problems,
need to distinguish local directional behaviors (for tracking contours in image processing for example), see [1].

In a recent paper [4], Jaffard has considered the following definitions in order to take into account pointwise directional
behaviors.

Definition 1. Let m > 2 and f : R™ — R be a bounded function in a neighborhood of xg. Let ooy > --- > oy > 0 and
a=(u1,...,0m). Let B=(eq,...,ey) be an orthonormal basis of R™. We denote by (x1, ..., Xy) the coordinates of); on the
basis 3. We say that f € C*(xo, B) if there exist C > 0 and a polynomial P(x) =Y "_, _; ax! =Y _q . ax) ---xg
of degree less than & in the sense that

m

max Zi—”:a,;eo <1 (1)

(07
n=1 "

such that in a neighborhood of xy we have

(2)

|f () = P(x—x0)| < C ) |xa — (xo)u|™

n=1
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Definition 2. Let e € R™ with |e| = 1. The Holder exponent of f in the direction e at xg is

of(xo,e) =supf{ar: 0 <e<ay, fe c@e s 83(X0, B)} (3)
where B is any orthonormal basis starting with the vector e.
Jaffard has obtained an upper bound for this exponent based on the anisotropic Gabor-wavelet transform.

Our first main result gives a criteria of pointwise directional regularity by highly oriented multi-scaled wavelet coeffi-
cients.

Theorem 1. Let e € R™ with |e| = 1. Let E be the set of allu = (u1, ..., uy) € R™ satisfying0 <uy <landuy =---=up = Tni”]l.
Let f € CE(R™) for € > 0. The Holder exponent of f in the direction e at X is given by
(G.D
of (X0, e) = sup( liminf inf 1081 jcul , (4)
ucE \ j—o00 keZm (G, (m=Duy

Vel y . m—uy
<1 log(@-it1 +[(xo)1 — K|+ I, |Gy — K1 7 )

where the coordinates are on any orthonormal basis B starting with the vector e, the set I y is given in both (9), (10) and (11), and

cf,;!ll)l are the Triebel wavelet coefficients of f defined in (14).

Our second main result gives a criteria of pointwise directional regularity by highly oriented multi-scaled wavelet leaders.

Theorem 2. Let e € R™ with |e| = 1. Let E be the set of allu = (uq, ..., uy) € R™ satisfying0 <uy <landuy =---=up = Tni”]l
Let f € CE(R™) for € > 0. The Holder exponent of f in the direction e at X is given by
log(d; u(x0, B
af(xo,e) =sup liminfw , (5)
ucE \ j—>o© log(2—Ju1)

where B is any orthonormal basis starting with the vector e, and the d y(xo, B) are given by (18).
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1. Introduction et définitions

La définition classique de la régularité ponctuelle (i.e. (2) avec oy = - -- = &, = &) est uniforme dans toutes les directions.
Cependant, beaucoup d’objets mathématiques naturels, ainsi que beaucoup de signaux multi-dimensionnels et d’images
issues de problémes physiques réels, nécessitent de distinguer des comportements locaux directionnels (pour le suivi de
contours en traitement d’images par exemple), voir [1].

Dans un article récent [4], Jaffard a considéré la définition suivante afin de prendre en compte les comportements
directionnels ponctuels.

Définition 1. Soit m > 2 et f : R™ — R une fonction bornée dans un voisinage de xg. Soit a1 > - > oy > 0 et & =
(a1,...,0am). Soit B = (e1,...,em) une base orthonormée de R™. On note (x1,...,Xm) les coordonnées de x dans B. On
dit que f € C%(xp, B) s'il existe C > 0 et un polyndéme P(x) = Z,:(i] a;x' de degré inférieur 3 & dans le sens (1) tels
qu’on ait (2) dans un voisinage de xg.

seeesim)

Remarque 1. Si (2) a lieu alors pour tout n entre 1 et m, la fonction fe, : s+ f(xo + se;) d'une seule variable appartient a
I'espace de Holder usuel C%(0). Donc on dit que dans chaque direction e, la fonction f a une régularité Holderienne o
en xo.

Il est clair qu'on a un ordre partiel : si o1 < B1,...,0m < By alors
feCP(x0.B) = [eCx0.B). (6)

Donc dans [4] I'exposant de régularité directionnelle est défini comme suit :

Définition 2. Soit e un vecteur unitaire de R™. L'exposant de Holder af(xp,e) de f en xo dans la direction e est donné
dans (3).
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Evidemment dans (3) la base orthonormée 3 commengant par le vecteur e est quelconque pour deux raisons : la pre-
miére c'est que la composante x; — (xg)1 est la méme et n’est autre que le produit scalaire de x — xo avec e, et la seconde
raison, c’est que |x3 — (x0)2|¢ + -+ + |Xm — (Xo)m | est équivalente a |(x2 — (X0)2, ..., Xm — (Xo)m)|¢, et toutes les normes de
R™1 sont équivalentes.

Jaffard a obtenu une majoration de o/ f(xo, e) a I'aide de la transformée anisotrope en ondelettes de Gabor.

Définition 1 peut étre vue comme une extension de la notion de régularité anisotrope qui avait été introduite dans [2];
soit u= (uq, ..., uy) € R™ vérifiant

m
O<u;<---<uy et Zuizm. (7)
i=1
Pour I = (i1, ...,im) € N™, on note dy(I) = |2, wij. Si P(x) = Z,a,x’, a; € R ou C, est un polyndme, on définit son degré

u-homogéne comme étant dy(P) := max{dy(I): a; # 0}.

Définition 3. Soit f : R™ — R bornée dans un voisinage de xg. Soit h > 0. Soit B = (e1, ..., ey) une base orthonormée
de R™. On note (Xq,...,Xm) les coordonnées de x dans B. On dit que f € Cﬁ(xo,B) s'il existe une constante C et un
polyndéme P de degré u-homogene inférieur a h tels que I'on ait dans un voisinage de xg

m
h/u;
£ — P(x—x0)| <€ Jxi — (oM (8)
i=1
L'exposant u-Holder de f en xq est

hy,f (X0, B) =supfh: f e Cﬁ(xo, B)}.

On dit que f € Cﬁ(}Rm, B) si (8) a lieu pour tout x et Xo avec une constante uniforme C.
2. Résultats principaux
Voici notre premier résultat principal :

Théoréme 1. Soit e un vecteur unitaire de R™. Soit E I'ensemble des u = (uy, ..., un) € R™ satisfaisant 0 <uy < letuy =--- =

Up = ',"n’_”ll . L'exposant de Hélder de f en xq dans la direction e est donné par

hy (X0, B
af(xo’ e) = Sup(M)7
uck uq

ol B est n'importe quelle base orthonormée qui commence par le vecteur e.

Soit ¥r et Y les ondelettes pére et mére de Lemarié et Meyer [5] (resp. Daubechies [3]) dans la classe de Schwartz
(resp. arbitrairement réguliéres et a supports compacts) avec tous les moments nuls (resp. un certain nombre fini de mo-
ments nuls) pour ¥y et fR Yr(x)dx = 1. Alors la collection (Yg(. — k))kez et 292y (27, — k)) jen, kez forme une base
orthonormée de L2(R).

Soit u= (uy,...,un) € R™ comme dans (7). Pour j €N, on note I, I'ensemble des paires (G,1) ot G = (Gy,...,Gp) €
{F,M}™ a au moins une composante G; égale a M et 1=(ly,...,In) e N ol
li=[jui] siG;i=F, 9
Luil <L < [+ Du] siGi=Met [(j+ Dui] > [ju;l, (10)
et
li=[jui]l siGi=Met[(j+ Du;] = [juil. (11)

Le cardinal de I, est alors majoré indépendamment de j.
Dans [7,6] Triebel donne le résultat suivant :

Proposition 1. Soit

@0 =[Tvri—k) et w500 =] ve (2" —k). (12)

i=1 i=1
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La collection des (®y) oit k € Z™ et (2‘”/211/].(‘(,22) o jeN, (G eljukeZmet|l]:= ™ . 1i, est alors une base orthonormée de
L2(R™). Donc toute fonction f € L2(R™) s'écrit
= 1 1
G, G,
fO=3G@0+3 3 D0 i, (13)
kezm j=0 keZ™ (G.lel;y
avec
G.l Gl
Ck= / fEPxdx et cGh =2 / FOw S D) dx. (14)

On montre le résultat suivant :

Théoréme 2. Si f € CE (R™, B) pour un B > 0, alors I'exposant u-Hélder de f est donné par la formule
((eB))

) log(lc; D
hy, ¢ (o, B)_llmmf inf l
—oo k2™ (CDeliu log(27T + 3y [(x0)i — o I””’)

Clairement si f € C4(R™) pour € > 0 alors pour tout u il existe 8 > 0 tel que f € Cff(Rm, B). D’ou le corollaire suivant :

Corollaire 1. Soit e un vecteur unitaire. Soit f € C*(R™) pour & > 0. Alors o ¢ (xo, e) est donné par (4) ol B est n'importe quelle base
orthonormée qui commence par e.

Un rectangle u-dyadique de R™ a I'échelle j orienté suivant /3 est

m
ha(B) =G0 B) =2k, ..., 27 k) + [ [0, 271) (15)
i=1

(cette égalité est considérée dans les coordonnées dans 13).
On note

Gl
Cru(B) = Cj‘,k,:l' (16)
Définition 4. Les u-coefficients d’ondelettes dominants (/3 orientés) sont définis par

dA“(B) = sup |CA{,(B)|- (17)
Au(B)Chu(B)

Bien siir, comme on s'intéresse a la régularité ponctuelle, on peut supposer que f est localement bornée et parsuite les
u-coefficients d’ondelettes dominants sont finis.

Définition 5. On dit que deux rectangles u-dyadiques sont adjacents s'ils sont a la méme échelle et si la distance qui les
sépare est nulle (noter qu'un rectangle u-dyadique est adjacent a lui méme). On note par 2 y(xo, B) le rectangle u-dyadique
a I'échelle j contenant xg, et par Adj(Ay(B)) I'ensemble des rectangles u-dyadiques adjacents a Ay(B3). Alors

djuxo, B) = max d, Mu(B)- (18)
Au(B)eAdj(j u(X0,8))

On montre aussi le résultat suivant :

Théoréme 3. Si f € CE (R™, B) pour un B > 0, alors

.. log(dju(xo,B))
hy,f (X0, B) = liminf —o-24.50: 7))
u.f o B) =it == o)

On déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2. Soit f € C®(R™) pour un & > 0. Soit e € R™ un vecteur unitaire. Alors o ¢ (xo, e) est donné par (5), oit B est n’importe
quelle base orthonormée qui commence par e.
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