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ABSTRACT

The goal of this Note is to decompose simple gl(2,2)-modules of finite dimension as
a direct sum of simple gl, x gl,-modules. This decomposition gives us a combinatoric
character formula for simple modules.

© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

En 1996, Serganova [6] démontre une formule des caractéres pour les modules simples de dimension finie de la super-
algébre de Lie gl(m, n). Pour cela elle détermine les sous-quotients simples d'une classe de modules indécomposables (dont
les modules simples sont des quotients) appelés modules de Kac. Puis, grace a une inversion formelle, elle donne une
formule des caractéres pour les modules simples. De méme que la formule démontrée (de maniére trés différente) en 2003
par Brundan [2], cette formule consiste en une somme infinie, et n’est pas propice aux calculs. La recherche d’'une formule
des caractéres a donné lieu a un nombre important d’articles, on ne citera que celui de Su et Zhang [7] ou ils expriment
le caractére d’'un module simple de dimension finie comme une somme finie alternée de caractéres de Bernstein-Leites
(théoreme 4.9 de [7]).

Un gl(m, n)-module simple est, par restriction, un gl x gl,-module, il est complétement réductible par rapport a cette
algébre de Lie réductive. Notons § la sous-algébre de Cartan des matrices diagonales et A le systéme de racines. Etant
donné que h est aussi une sous-algébre de Cartan de gl,;, x gl, la connaissance de la décomposition d'un gl(m, n)-module
en gl,, x gl,-modules simples permet d’obtenir une formule des caractéres.

Notons b la sous-algébre de Borel des matrices triangulaires supérieures. Soit A un poids dominant de gl(2,2) (i.e.
dominant comme poids de gl, x gl,), le module de Kac correspondant, V;, est un module induit a plus haut poids dont on
connait le caractére. Une réécriture de celui-ci permet d’obtenir la décomposition de V; en gl, x gl,-modules simples (c’est
la proposition 3.1).
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Le module simple L, est I'unique quotient simple de V;, sa gl, x gl,-décomposition est donc extraite de celle de V. La
connaissance des suites de compositions des modules de Kac, calculées par Serganova [6] et rappelées dans notre situation
dans la proposition 3.2, permet d’obtenir la gl, x gl,-décomposition des modules simples (c’est 'objet du théoréme 3.3). En
corollaire on remarque qu'un module simple qui n'est pas de dimension 1 vérifie la conjecture de Bernstein et Leites [1].

Cette Note est extraite de la thése de I'auteur [3] ol les démonstrations sont plus détaillées.

2. Contexte et notations

On utilise les notations de [4]. Soit g la super-algébre de Lie (sur C) gl(2, 2), et g = go D g1 sa Z/2Z-graduation (rappelons
que go est I'algebre de Lie réductive gl, x gl).

Soit b la sous-algebre de Cartan de g (et de go) constituée des matrices diagonales, elle contient le centre, de dimen-
sion 1, de g. On note Ag le systéme de racine de gg, A1 I'ensemble des poids du go-module g; et on pose A = AgU Aq le
systéme de racines.

Soit g=g~ ! @ g° ® g*! la Z-graduation suivante, elle est compatible avec la Z/2Z-graduation :

0|B 0(0
0 +1 2 2 -1 2 2
g =go, g _{(OO),BeHom(C,C)}, g —{(C()),CeHom((C,(C)}.

Soit b I'ensemble des matrices triangulaires supérieures, si on note by la sous-algebre de Borel de go composée des ma-
trices triangulaires supérieures par blocs, on a b = by @ g*!. C'est la sous-algébre de Borel distinguée de g (correspondante
a bp) introduite par Kac dans [5]. Elle permet de séparer les racines en racines positives et en racines négatives. On a alors
pour la base standard {¢1, €2, 81, 82} de b* (i.e. pour H = Diag(hy,...,hs4) on a &;(H) = h; et §;(H) = hy4; pour tout i) :

Al ={e1—€2,81 =8, AT ={e—8;, 1<i, j<2h

Notons U(g) l'algébre enveloppante de g. Soit A € h* dominant (i.e. dominant pour gg), notons L, (go) le go-module
simple de plus haut poids A (il est de dimension finie). On I'étend trivialement 3 g*! (en gardant la méme notation). On
définit le module de Kac de plus hauts poids A par :

— 1mnd¥®
V, = [ndb{(goGBg“) Ly (go).

Une représentation de dimension finie h-diagonalisable M posséde un caractére qui est par définition ch(M) =
> pepe sdimMet, ot M, désigne le sous-espace de M des vecteurs de poids w et sdimMy, = dim(My)o + & dim(M )1
avec ¢ une indéterminée de carré 1.

Lalgébre enveloppante de g~! étant isomorphe (comme C-espace vectoriel) A I'algébre extérieure de g~!, le module
de Kac est donc de dimension finie, de plus il est isomorphe, comme go-module 3 A(g~") ® L, (go). On connait donc son
caractére (en utilisant la formule des caractéres de Weyl pour I'algébre de Lie réductive go) :

ch(v,) = ( 1_[ (1 +ee_ﬂ)>.% Z sgn(w)e ™ ot D:= 1—[ (1-e7),

+ +
BeA] weW acAd

1

olt W est le groupe de Weyl de go et w-A:=w(A + p) — p avec p = %(Z%Aga — ZaeAT «). De plus V; posséde un
unique quotient simple L, (c’est le module simple de plus haut poids A).

La supertrace str = E‘{,l +E5, - E3; - EfH (ol E;j associe a une matrice M son coefficient en position (i, j)) produit
une forme bilinéaire non dégénérée sur g (B(x, y) = str(xy)) dont la restriction a h reste non dégénérée, on en déduit donc
un produit scalaire (-,-) sur h*. On rappele qu'un poids A = a1 + bey + ¢81 + dd2 (on le note (a, b|c, d)) est dominant si et
seulement sia—beN,c—deN et (a,b,c,d) eC*

On appelle degré d'atypie le cardinal de I'ensemble A(X) := {a € AT, (A + p,a) =0}. Kac a démontré dans [5] que si A
est de degré d’atypie 0 (on parle de poids typique) alors V; est simple. Pour gl(2,2) le degré d’atypie d’'un poids dominant
est 0, 1 (on dit simplement atypique) ou 2 (on dit maximalement atypique) et dans ce dernier cas a=—d et b = —c.

3. Décompositions et formule des caractéres

Pour un poids A dominant et un sous ensemble I de A;L on pose A = A — Zﬁe,ﬂ (et Ay = A). On dit que A; est
p-régulier s'il existe w; € W tel que wy - A; soit dominant.

Proposition 3.1. Soit A = (a, b|c, d) un poids dominarlt. Posons~]1 ={& —~81, £ —§2} et ]2 ={e1 — 82,62 — 81}

Si (A + p, &2 —82) =0 (resp. #0) posons : J1:= Jo (resp. J1)et J2:= J1 (resp. J2).

On définit I'ensemble NITy, par NIy, = {J1, J2} sia=Db et c =d, par NI1y, = {J1} (resp. {J2}) sia=Db (resp. c = d), et par
NIly, =9 sinon

Posons ITy, = {A;, 1 C AT, rjp-régulier, »; ¢ NIy, }.
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On a alors l'isomorphisme de go-modules :

V) ~ @ Ly, (g0)-

)\161_1\/}L

Démonstration. En notant 0 le poids trivial, la formule des caractéres de I'algébre extérieure de g=! s’écrit :

ch(a(g™)= J] (1+ee @)= > el

aeAf Icaf

En insérant cette égalité dans la formule des caractéres du module de Kac, on montre aprées simplifications que (ot sgn
désigne la signature) :

ch(V;) = > sgn(wpechLw, 5, (g0).
ICAT A p-régulier

On montre ensuite que pour I C AT tel que A; p-régulier avec sgn(wj) = —1, il existe | C Af tel que A; p-régulier
avec sgn(wj) =+1 et wy-A;=wj-A;. Siun tel I existe, on est nécessairement dans le cas a=>b (ou c=d) avec I =1; ou
I=1Iy, 0l I :={81 — 81,81 — 82} et Iy :={&1 — 82, &2 — &2}. Une simple vérification permet de voir que les ensembles J; et
J2 de la proposition sont les ensembles cherchés.

On remarque aussi que si Aj est p-régulier avec sgn(w;) = +1 alors w; =Id. D’oli la proposition. 0O

En utilisant le théoréme 2.2 de [6] on montre que :

Proposition 3.2. Soit A = (a, b|—b, —a) un poids dominant maximalement atypique. Les sous-quotients simples du module de Kac de
plus haut poids X sont isomorphes a :

- Lg,a/-a,—a) L@@,a—1)1—a,—a) €t L(a—2,0—2)2—a,2—a) Sia =D.
= Lp1,bj-b,—1-b)» Lb—1.b-1)1-b.1-b)» L(@.a1~b,—b)» Lb-+1.b—111-b,—1-b) €t Lp.b—1j1-b,—b) Sia =D + 1.
= La.b|~b.—a)» Lia—1.b1-b.1-a)» L@@.b—1/1-b,—a) €t L@a—1,b—11-b,1—q) Si@ = b + 2.

Théoréme 3.3. Soit A = (a, b|c, d) un poids dominant. En utilisant les notations de la proposition 3.1 on a l'isomorphisme de go-
modules suivant :

Ly =~ P, Ly, (go)-

)\1617\/)L
It.q.VBel(x+p,B)#0

Corollaire 3.4.Sia=b=—c=—dona : ch(L,) =e*.
Sinon, la formule de Bernstein-Leites est vérifiée :

1
ch(ly) = 5 Z sgn(w)e” *+P—p 1_[ (1+ege™ @),
wew aeA], (A+p.a)£0

Remarque 1. Ce théoréme 3.3 produit une formule des caractéres combinatoire. Son corollaire est identique aux coro-
laires 4.13 et 4.15 de [7], en effet pour gl(2,2) un poids maximalement atypique est soit «totalement connecté» (dans le
cas ol a = b) soit «totalement déconnecté» (au sens de [7]).

Démonstration. Concentrons nous sur le cas maximalement atypique. En effet si A est typique le module de Kac est simple,
on retrouve donc la proposition 3.1, si A est simplement atypique on se rapporte a [3] (c’est une conséquence directe de [1]).

Soit A = (a, b|—b, —a) un poids maximalement atypique. Notons Sj, le module simple (de dimension 1) de plus haut
poids (b, b|—b, —b), et remarquons I'isomorphisme L; = L—_p,0j0,p—a) ® Sp. Il suffit donc de montrer le résultat pour A =
(c,0]0, —c) pour tout entier positif c.

Pour ¢ =0 on a L(o,00,0) = L(0,0/0,0)(go) (C’est la représentation triviale).

Pour ¢ =1, on sait, d’aprés la proposition 3.2, que les sous-quotients simples de V( 1—1,—1) sont isomorphes a
La1,1-1,-1)» La,0/0,—1) et L(—1,—1j1,1). Ceci nous donne un isomorphisme de go-modules. Or on connait les go-facteurs du
module de Kac et des deux modules de dimension 1, ce qui permet de montrer le théoréme pour ¢ =1.

Montrons maintenant par récurrence sur ¢ > 2 que :

Lic,010,—c) = L(c,010,—c)(80) @ L(c—1,011,—¢)(80) D L(c,~110,1—¢)(g0) & L(c—1,-11,1-c)(80)-
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Pour ¢ =2, toujours d’aprés la proposition 3.2, les sous-quotients simples de V(3 1j—1,—2) sont isomorphes a L2 1|—1,—2),
La,1-1,-1)» L(0,000,0)» L2,0/0,—2) €t L(1,00,—1). De méme que pour ¢ =1 on peut vérifier le résultat.

Pour ¢ quelconque supérieur ou égal a 3, toujours d’aprés la proposition 3.2, on sait que les sous-quotients simples de
V(c,1)-1,—c) sont isomorphes a L 1|—1,—¢)» Lc=1,1-1,1=c)» L(c,010,—c) €t @ L(c—1,0j0,—c—1). On en déduit la go-décomposition
de L o00,—c) dés que I'on connait celle de L(_1,0j0,1—c), L(c—2,0/0,2—¢c) et de V(. 1]—1,—¢), une simple vérification permet de
conclure cette récurrence, ainsi que la démonstration du théoréme. 0O
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