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ABSTRACT

The formula Zm2] Sm(p) = (p — Dvalp Wy_1 is proved, where W,_q is the Wendt
number of order p — 1, and S;;(p) denotes the number of nontrivial solution classes of
xP" 4 yP" 4 27" =0 mod p™. In the case p=1 mod 6, the sum is infinite, however,
we obtain a similar formula with a finite sum by considering the nontrivial and noncyclic
solution classes as well as the reduced Wendt number.
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1. Introduction

Deux éléments de Z3 congrus modulo (pZ)3 seront dit équivalents. Si (x',y’,z') € Z> est équivalent A une solution de la
congruence de Fermat

X" yP" T 2" = 0 mod p, (1)

oll p est un nombre premier et m > 1, alors, (x, y’, z') est solution de (1). De méme, tout triplet équivalent a une solution
non triviale (x, y, z), autrement dit, telle que xyz % 0 mod p, est une solution non triviale. Soit Sp; I'ensemble des solutions
non triviales de (1), et Xy, := Sp/~ celui des classes d’équivalence de solutions non triviales, considéré comme une partie
de (]F;)3. On pose Sy, (p) := card X},. Cest une fonction décroissante de m. On a S1(p) = (p — 1)(p — 2). Par ailleurs, on
utilise les nombres (appelés déterminants de Wendt (voir par ex. [1], p. 219)) définis pour n > 1 par

W, :=det(<,” )) =Res, (X" —1,(X+1)" —1) € Z.
li—Jl) /) 1<ij<n

On désigne par val,, la valuation p-adique. Le but de cette Note est de prouver les deux théorémes suivants :

™ Cette Note doit beaucoup d’améliorations a J.-P. Jouanolou, Y. Hellegouarch et J.-P. Serre.
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Théoréme 1.1. Si p est un nombre premier, on a 'égalité

> Sm(p)=(p —Dval, Wp_4. (2)
m>1

Sachant que W, s'annule, autrement dit val, W, = 400, si et seulement si n =0 mod 6 (voir par ex. [6], p. 127), on
en déduit que si p # 1 mod 6, alors val, Wp_; est fini et S;;(p) s'annule donc pour m suffisamment grand. Dans le cas
p =1 mod 6, on introduit le nombre de Wendt réduit W[I défini, lorsque n = 6q, par le résultant

n

W/ :=Resy_2n 27()(“):1_1 eZ.
a TAXZ4+X+1

La notation Resy, , désigne le résultant en degrés m et n [3]. On appelle solution cyclique de (1), toute solution (nécessaire-
ment non triviale) s’écrivant sous la forme b(1,a, a?) avec ab # 0 et (a, b) € Z?. On désigne par S}, I'ensemble des classes de
solutions non triviales et non cycliques, et on pose Sj,(p) := card S},. Lorsque p =1 mod 6, on a Sy (p) = S, (p) +2(p — 1).

Théoréme 1.2. Si p =1 + 6q est un nombre premier, on a I'égalité

Z Sm(p) = 6qval, W, (3)
m>1

Sur C, W, se décompose sous la forme ]_[{,1:1 ((¢ + 1™ — 1) (voir par ex. [1], prop. 9, p. 22 appliquée a la formule de
I'exer. 56.1, p. 220), or, si (¢ +1)" —1=0, alors ¢ + 1 et ¢ sont deux racines n®™® de I'unité, donc ¢ = j ou j2. Il s'ensuit
que, dans le cas oli n = 6q, le nombre de Wendt réduit WC/I, qui s'écrit ]_[{,,21’#]4,]-2(({ + 1)" — 1), ne s’annule pas. On en
déduit que S;,(p) s'annule pour m suffisamment grand.

Le cas p = 2 étant évident, on supposera dorénavant que p est un nombre premier impair.

2. Lemmes préparatoires

On désigne par Zp I'anneau des entiers p-adiques et par Z, LN Z/p™Z la projection canonique. On a
kerom = {w € Zy: val, 0 > m} = p"Zp. (4)
Soit s1: Z/pZ — 7Z, I'unique application (qui se trouve &tre multiplicative) telle que

m—

X" = o 051(%), (5)
ot X désigne la classe mod p de x € Z et xP"' la classe mod p™. On pose
o 3 o -
Zn={®¥.2 € (Fp)": & ¥,2) >m},
ol 82(x,y,2) :=valp(s1(X) +s1(¥) +s1(2)) (on emprunte cette notation a [5]). La relation (5) jointe a (4) prouve I'énoncé

suivant :

Lemme 2.1. L'application (x,y,z) — (X, y,Z) définit une application de Sy, sur X}, qui se factorise a travers X, et induit une
bijection de X, sur X},.

Le groupe multiplicatif IF;; opére par multiplication terme a terme sur X/ . L'opération est simple, donc chaque orbite a
p — 1 éléments. Notant X, /~ I'ensemble des orbites, on a facilement :

Lemme 2.2. L'application ¢ : (X,y,Z) (’—;, %) définie sur X}, se factorise a travers X}, /~ et induit une bijection de X, /~ sur
Tm:={&x,y) e (F;)zz 82(1,x,y) > mj}. En particulier (p — 1) card Tpy = Sp(p).

Si (X, ¥) € Ty, alors (%,y,1) € Xy, € Xy, donc s1(X) +51(¥) + s1(1) € kerary, autrement dit

T+x+y=a1(s1(® +s1(¥) +51(1)) =0,

de sorte que I'application X — (x, —1 —X) définit une bijection de T, :={x € Fp: 82(1,%, —1—X%) > m} sur Tpy. En particulier,
comme §(1,—1,0) =valy(2) =0, on a —1 ¢ T,,. Notons également que si X € T, alors —1 —X e T;,. On a card T, =
card Ty, = Sm(p)/(p — 1). On désigne par G(p™) le groupe des unités de Z/p™Z, et par pp—1(p™) le sous-groupe des

racines (p — 1)-émes de I'unité. En particulier, G(p) = up—1(p) = F}, et plus généralement pp_1 (p™) ~ 5. On a
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G(p™) = tp-1(p™) x G1(p™) =T}, x G1(p™),

ot G1(p™):=1+pZ/p™Z. On note o1, le morphisme d’anneaux canonique de Z/p™Z sur Z/pZ et on pose S1 ; = ¥m 0S57.
On a o1,m 0 S1,m = idp,.

Lemme 2.3. s1 5 (Ty) = Fn:={X € pp—1(p™): 1+x € up_1(p™)}, et card Fiy = Sm(p)/(p — 1).
Démonstration. On a card slqm(]F’;,) =p —1, or 51, est multiplicative (en particulier s1 (1) =1), donc

s1m(Fp) € G(p™) = pp-1 (P™) x G1(p™).

Or card p—1(p™) =p—1 et card G (p™) = p™~1, donc la projection de sl,m(Fz) sur G1(p™) est réduite a I'élément neutre,
et sLm(IF;) =pp—1(p™).Sike T/, alors 1+ 51(X) +s1(—1 — ) € ker oy, donc

14+ 51m®) +s1.m(—1 = X) = am(1 +51(X) +51(—=1—%)) =0. (6)
Puisque —1 —x € T;,, on a sy ;m(—1—%) € up—1(p™), et, comme p —1 est pair, 1+ 51 m(X) = —s1,m(—1—%) € up—1(p™). Ceci
prouve que S1,;(X) € Fr, donc que s1.m(T;,) € Fn.

Inversement, si X € Fip, X et 1+ X € pup_1(p™), et il existe a,b € IF; tel que x =s1,»(a) et —1 —x = sy ;x(b), de sorte que
1+s1,m(@ +s1,m(5) = 0. En appliquant o1 qui est additive, on en déduit que 1+a+ b =0. Par ailleurs, comme pour (6),
onal+si(@+si(—1—a) =1+s1(a@ +s1(b) € keroyy, donc 8§(1,a, —1 —a) >m, et par suite a € T}, et X € s1,x(T;,), ce
qui prouve I'inclusion M;; € s1,m(T},). Le calcul du cardinal de F,; résulte de l'injectivité de s ;. O

Désignant par pp—1(p™) le groupe des racines (p — 1)-eémes de l'unité de Z,, I'application oy, se restreint a un isomor-
phisme de pp_1(p*) sur pp—1(p™).

Lemme 24. Soitm >1et¢ € up—1(p*>). Posant v(¢) := (¢ + HP1—-1,0na valp v(¢) = m si et seulement si am(¢) € Fm. En
particulier, on a card{¢ € pp—1(p™): valp v(¢) =m}=Su(p)/(p — ).

Démonstration. L'expression du cardinal résulte de la premiére partie de I'énoncé, et, puisque oy, se restreint a une
bijection de oz,;l(fm) C Up-1(p*>°) sur Fp € pp—1(p™), du Lemme 2.3. On démontre maintenant I'équivalence. Soit
¢ € pup-1(p™). Si valv(g) > m, on a am(up-1(p>)) = up-1(p™), donc am(;) € up—1(p™). De plus v(¢) € keramp,
donc o (¢) + 1 € up—1(p™) et par suite, oy (¢) € Fm. Réciproquement, si oy (L) € Fm, alors, am(¢) +1 € pp—1(p™) =
am(tp—1(p™)), dong, il existe w € wp—1(p™) tel que oy (w) = am(¢) + 1. On en déduit que { + 1 — w € keray, = p™Zp,
d’olt [2, ch. IX, §1, lemme 1, p. 2] (¢ + 1)»" ' =wP~! =1 mod p™Z,, autrement dit val, v(¢) >m. O

3. Démonstration des Théorémes 1.1 et 1.2

On a supposé p > 3. On décompose Wp,_1 dans Z, sous la forme suivante (voir [1], p. 220) :

Woa= ] vo=- [ o, (7)

Cemp—1(p>) ¢epp—1(pN{—1}

olt v(¢) = (¢ +1)P~1 — 1. Sachant que valp(a)p‘1 —1) > 1 pour tout w € Z*, on en déduit

valy Wp_q = Z valp v(¢) = Z card{¢ € up—1(p*): valp v(¢) > m}. (8)
Cepp-1(p>)\{-1} m21
Le Lemme 2.4 conduit a la formule (2) du Théoréme 1.1. On se place maintenant dans le cas ot p =1+ 6q est un nombre

premier. L'anneau Z, admet deux racines primitives cubiques que nous désignerons, comme dans C, par j et j2. La décom-
position de W[J dans Zj, donne nceup_l(p“),zaéj,jz v(¢). Si b(1,a,a?) avec ab # 0 et (a, b) € Z? est une solution cyclique de

(1),ona 1+a+a®=0 dans Fp, donc, appliquant I'isomorphisme, noté par abus al_l, de wp_1(p) = IF’{, sur wp—1(p™) et
posant w = oz]_l(d), onal+w+w?=0 dans Zp, de sorte que w est une racine primitive cubique de I'unité, en particulier
p=1mod 6. Il en résulte que, comme dans le Lemme 2.2, le groupe F}, opére sur tp—1(p*)\ {Jj, j?}, et que

(p— Dcard{¢ € pp—1(p™) \ {am(j), am () }: valp v(¢) = m} = Sm(p) —2(p — D).

La démonstration du Théoréme 1.1 s’applique, mutatis mutandis, pour conduire a la formule (3) du Théoréme 1.2. O
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Remarque 3.1. D’apreés [4], il existe une constante A telle que pour tout p=—1 mod 6,

2 A
[IN(=Wp_1) = (p = D*A| < —,
p—1
ol A =0,323066..., par suite, d’aprés la formule (2), si p est un nombre premier % 1 mod 6 suffisamment grand, sachant
que S1(p)=(p—1)(p—2),ona

A
D Sm(p) <(p—1)2((p—1)ﬁ —1) +p—1.

m>2
Si p est un nombre premier = —1 mod 6, il résulte d'un calcul de F. Recher ([5] et communic. privée, 2009) que S3(p) =0
pour p < 104659 ; aucune valeur de p=—1 mod 6 n’annulant pas S3 n’est connue.
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