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Historique de larticle : Dans son cours sur la cohomologie galoisienne J.-P. Serre (1997) [2] consacre un paragraphe
Requ le 22 décembre 2009 aux corps de type Cr. L'un des exercices de ce paragraphe consiste & montrer que pour
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‘ - . tout C,-corps K de caractéristique 2 le groupe de Kato H;“(K ) est trivial. Alors Serre
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fait la remarque que ce résultat est probablement vrai en général pour un C,-corps de
Présenté par Jean-Pierre Serre caractéristique positive quelconque. Le but de cette Note est de le démontrer.
© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

ABSTRACT

In his book on Galois cohomology, J.-P. Serre (1997) [2] has a section about C.-fields. One
of the exercises in that section is to prove that if K is a C,-field of characteristic 2 then
the Kato group H;“(K) is trivial. Serre then remarks that the same probably holds for
Cr-fields of any positive characteristic. The purpose of this note is to confirm this.

© 2010 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Soit K un corps de caractéristique p > 0. Comme la cohomologie galoisienne ordinaire ne donne pas les résultats souhai-
tés pour les modules de p-torsion, Kato [K] a introduit un groupe, noté Hg“ (K), qui joue le role du groupe de cohomologie

H™ (K, u$™) en caractéristique p.

On notera Qf I'espace des n-formes différentielles sur K. Alors I'on a 'opérateur d’Artin-Schreier g :— Q?(/dsz';{] qui
fait correspondre a la forme ud% Ao A % la classe d’équivalence de la forme (u? — u)% A A %

groupe HZ“(K) est le conoyau de cet opérateur. La classe de la forme ud% ARERWA d}% dans Hg“ (K) sera désigné par

. Par définition le

dyi Ao oA
[x Y1 A A Yn 1
Il faut donc montrer que pour tout C,-corps K l'on a [a% Ao A db—lj_'] =0 quels que soient b€ K et by,...,b, € K*.
Plus généralement nous avons la proposition suivante :

Proposition. Soient a € K et by,...,b, € K*. Notons E I'ensemble des ¢ = (€1,...,&p) ot 0 < €1,...,&, < p — 1 et écrivons
0=(0,...,0) € E. Supposons que la forme

> b7t bp'xE — xoyP ! —ay?

g€k
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de degré p en les p" + 1 variables (xg)¢ck et y admet un zéro K -rationnel non-trivial. Alors [a% A dbﬂ] = 0dans 1-]"‘H (K).

Preuve. On peut supposer que les by, ..., b, soient p-indépendants, c’'est-a-dire que les b‘il ..-b" & € E, soient linéairement
indépendants sur KP, car sinon ibl Ao A dbb” est déja 0 dans Q}. Cela implique que pour un zéro non-trivial de la forme la

valeur de y ne peut pas étre 0. Par conséquent I'on peut admettre que la valeur de y est 1, ce qui nous donne une équation

=xb—xo+ Y  bi'--byxf
geE,e#0

ou x; € K, ¢ € E. Il nous faut prouver que [a! db] A- db” ] =

A= LR

Par définition, [(x0 —Xp)p+ db] A- 0. Il ne reste qu'a montrer que [b‘.f1 ... bEr % A 0 pour chaque ¢ #0.

En effet bfl -bEr dbl A A db—ll" est contenu dans dQ’;( 1.sj, par exemple, €1 # 0 alors, comme &1 = sf (mod p), un calcul

simple montre que bil -~~bﬁ” % A A % est la différentielle de glpbfl ... bir % A ‘ﬁ"
1

Remarque. La réciproque de la proposition est également vraie. En effet, le résultat suivant se déduit de la Proposition 3.3
dans [1] :
Soient a € K et bq,...,b, € K*. Supposons que les by, ..., b, soient p-indépendants et que [a‘”’1 A - db”] =0 dans

H'Z,“ (K). Alors il existe des éléments x¢ € K, & € E qui vérifient I'équation

p &1 En D
a=Xxy —Xo+ Z bi'---by"xe
£€E,e#0
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