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ABSTRACT

Let ¥ be an algebraic solution of a non-dicritical d-web in the complex projective plane.
We give a formula relating global data (degree of the solution and of the web) to local data
(some indices supported on the union of the singular set of y with the intersection of the
curve with the discriminant of the web).
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1. Introduction

On considére un tissu ou un feuilletage sur le plan projectif comme une équation différentielle et I'expression «courbe
solution» d’un feuilletage ou d'un tisu signifie « courbe solution de cette équation différentielle ». Etant donné un feuilletage
algébrique G de degré n sur le plan projectif complexe P? admettant une solution algébrique y de degré 8, il existe plusieurs
formules liant n et § a des indices dont le support est contenu dans le lieu singulier de G (voir [2,3,7,8,10,4]). Nous voulons
donner une formule analogue dans le cas des tissus.

1.1. Rappels de définitions et notations

On se référera a [5]. _

Soit P2 la variété des éléments de contact de P2 : c’est le projectivisé du fibré tangent holomorphe de P2. On identifie P2
3 la sous-variété de P2 x P’2 d’équation uX + vY +wZ =0, [X, Y, Z] étant les coordonnées homogeénes sur P? et [u, v, w]
les coordonnées homogenes sur le dual P2 de P2. On définit un systéme de coordonnées (x, y, p) sur l'ouvert Zv 0 de
P2 en posant : x = % y= % p =—1%. Des systémes de coordonnées analogues existent sur les ouverts Zu # 0, Xv 30,
Xw#0, Yu#0etY.w=#0. ~

Un d-tissu W de degré n sur P? est définie par la donnée sur P2 d'un polyndme K(X,Y, Z;u, v, w) bihomogéne de
degré n en (X,Y, Z) et de degré d en (u, v, w) qui vérifie la propriété suivante :

i) K n’est pas un multiple de Z;
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ii) la fonction F(x,y,p) =K, y,1;p,—1,y — px) s’écrit : F(x,y,p) = Z?:o a;i(x, y)p?~i, avec ag £ 0, et si ses coefficients
ont un facteur commun r, r est alors une unité;
iii) si d > 2, le résultant des polyndmes (en p) F et F;, n'est pas identiquement nul.

L'entier n est égal au nombre de points oil une droite générique de P? est tangente a une solution de I'équation différentielle
F(x,y,y)=0.

Au tissu W, on associe la surface S définie par (uX +vY +wZ =0; K(X,Y, Z;u,v,w) = 0). Dans les coordonnées
(x,y,p), S est donnée par I'équation F(x,y, p) =

Dans la suite, on supposera que S est lisse. Cette condition est vérifiée par les d-tissus génériques au sens de [11].

Notations. Soit 7w (respectivement 7’) la projection de S sur P? (respectivement P’2). On notera O(—1) (respectivement
O'(—1) ) le fibré tautologique en droites sur P? (respectivement sur ’2), @(1) (respectivement @'(1)) le dual de O(—1)
(respectivement (' (—1)), £ =7~ 10(=1), ¢’ = 7'~ 1O'(=1), £ (respectivement ¢') le dual de ¢ (respectivement ¢'), & =
c1(O) et &' =c1(O'(1)), O©B) = (O(1)®.

La courbe critique du tissu est I'ensemble R des points singuliers de 7 : elle est donnée dans les coordonnées (x, y, p)
par les équations (F(x,y,p) =0, F;, (x,y, p) =0). En fait, R est 'ensemble des zéros d’une section sk du fibré en droites
£9-2 @ ¢"*1 Jocalement définie sur S par F, =0 (voir [5], Proposition 3.5 et preuve du Théoreme 4.6).

On dit que le tissu est non-dicritique lorsque la restriction a R de la fonction Fj, + pF’ n'est pas identiquement nulle.

Au tissu W on associe un feuilletage FsurS qui a la propriété que les solutions de W sont les images par la projection
sur P2 de celles de F. Lorsque W est non-dicritique, F est défini par un morphisme holomorphe I M—TS, ot M=
"1 ® ¢9-1 localement défini par le champ de vecteurs X = F/ (dx + pay) (F, + pF; )(,p En outre, 7 a un nombre fini
de points singuliers, qui sont les éléments de R N R/, R’ étant la courbe co-critique du tissu, localement définie par les
équations (F(x, y,p) =0, Fy+ pF}, =0).

1.2. Résultat

Soit W un d-tissu, lisse et non-dicritique, de degré n sur P2, Supposons que Y/ admette une solution algébrique irré-
ductible y de degré § > 2, qui se reléve dans S suivant une courbe y compacte, invariante par F, dont I'intersection avec
la courbe critique R est un ensemble fini.

L'image de 7 par la projection 7’ sur P’ est une courbe algébrique y’ dont on notera 4§’ le degré.

On note X' I'ensemble des points singuliers de y. Soit Ty — y une normalisation de ¥ ; I'application p =7 o 7T est
une normalisation de y. Dans la suite on posera R=7 “(R) et = o~ 1(D).

Pour tout il € £, on note I5 lindice de ramlﬁcatlon de p en m (voir [9]) : si p s'écrit en coordonnées locales p(t) =
x(@), y(t)) et M = p(to), Im = min(v, (X), v, (¥)), v, (h) désignant I'ordre d’une fonction h au point tg : v, (h) = 2m fco )
Co étant le bord d’'un disque centré en tg. R R

La section s se reléve suivant une section Sz de 7! ('9=2 @ "1y, dont I'ensemble des zéros est R. Pour tout il € R,
on note vz l'indice de Sk en ce point.

La courbe y est I'ensemble des zéros d’'une section holomorphe s du fibré £ = O(8). Soient My € s, My = T (My) et
mgy = p(My). Dans une trivialisation holomorphe o¢ de £ au voisinage de my, la section s s'écrit : s = fog. Etant données
des coordonnées affines (x, y) sur P? définies au voisinage de mq et (x, y, p) des coordonnées de P2 définies au voisinage
de fiy, on note (1 l'ordre vy, (f)/, o p) de la fonction fJ/, o 0 en my.

Le résultat principal est le théoréme suivant, dans lequel g désigne le genre géométrique de y, c’est-a-dire celui de ¥ :

Théoréme 1. Soit WV un d-tissu de degré n sur P2. Supposons que la surface associée S soit lisse et que VWV soit non-dicritique. Si y est
une solution algébrique de VV, irréducible de degré § > 2, alors

m+2d—3)s=(d— 2)(2 20+ ) Imu)+ Z Vil -

My € bl Mgy eR
2. Démonstration

Soit I" une surface de Riemann, F et H des fibrés holomorphes en droites sur I", G un fibré vectoriel holomorphe de
rang 2 sur I'. Soit @ : F — G et $:G — H des homorphismes holomorphes qui induisent une suite exacte 0 — F|r\; =

Glryg LY H|r\j — 0, ] étant une partie finie de I'".

Comme les fibrés vectoriels qui interviennent dans cette suite exacte ont pour base, I celle-ci définit, d’aprés [1], un
élément 7 de la K-théorie relative K(I", I"\ J) qui est un relévement de I'élément [G — F — H] de K(I"). Pour chaque mj € ],
soit B un disque fermé centré en m; de bord dB; tel que Bj N B; =¢ si i # j. D’apreés le théoréme d’excision K(I", I" \ J)
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est isomorphe a la somme directe 5 K(Bj, dB;). Posant [7,07] = Zj[Bj, dB;], on appelle résidu de 1 et on note Res(n)

limage c1(n) ~[7,37] de la classe de Chern c(n) par la dualité d’Alexander () ~[7,87]: H*(I', "\ J,Z) — Ho(J,Z).
Si ; est la composante de T suivant K(Bj, dBj), Res;j(n) =c1(n;) —~[Bj, dB;].

Soient m; € J, of et oy des sections holomorphes respectivement de F et H au-dessus de B; sans singularité et (g1, g2)
une base holomorphe de sections locales de G|g;. Soit (g) et (C, D) les matrices respectives de o et 8 dans ces bases.
Observons que I'une au moins des deux expressions AD ou BC n’est pas nulle en dehors du point my, quitte a restreindre
le disque By.

Le lemme suivant est un cas particulier du Théoréme 5.2 de [6].

Lemme 1.

Vm;A —vm,D si AD n’est pas identiquement nulle,
Resj(n) = J ] . . .
J Vm;B —vm;C  si BC n’est pas identiquement nulle.

Pour démontrer le Théoréme 1, on appliquera le Lemme 1 ou le théoréme de Poincaré-Hopf qui ne sont valables que
sur une courbe lisse. Pour cela, on va tirer en arriére, par 77, des fibrés et des morphismes définis sur .

Proposition 2. (n+1)§ + (d —2)8' = e R Vil -

Démonstration. Puisque R = s !(0), notant .R le nombre d'intersection de 7 avec R, on a :

VR=c1(? @) ~[¥]
=@+ DE~[yl+d—-2¢& ~[y]
=m+1)5+(d-2)¢.

Mais ¥.R est aussi égal a n*(c1(£/d —2 @ gntly) ~ [¥] qui est, d’ apres le théoréme de Poincaré-Hopf, la somme des indices
v, de la section S du fibré 7—1(£'?~2 @ {"*!) aux points ma de R.
Notons que v, est égal a I'ordre en i, de la fonction F;, o7 car S est localement définie par F;, oT=0. O

Remarque 1. Si d =2, le Théoréme 1 est une conséquence immédiate de la Proposition 2 et s'écrit : (n+1)8 =) 5 5 Va.
Proposition 3.
(=15 +d~18 =82 +35= Y Vi, — Uing = ) Viig = ) Hiia-
Mg €A MaeR Mgl

Démonstration. La courbe y est I'ensemble des zéros d’une section s du fibré £ = O(5). Soit V une connexion quelconque
sur ce fibré :

i) la restriction Vs, : TIP2|,/ — &£ ne dépend pas du choix de V.
ii) Le morphisme Vs|,, est surjectif au-dessus de la partie réguliére yp de y et a pour noyau le fibré tangent holomorphe

a Yo.
Le fibré normal a yp s'identifie ainsi naturellement a £Jy,.
Posons H=m,ol, 7 =7|y, A= (F NR)UT1(X), % =7 \ A. Le morphisme Vs|,, se reléve suivant les morphismes

D:7# 1 (TP?) > #1(E) et p~(TP?) 2 p~1(€) — 0. On a une suite exacte
0—>M|y0—>n*1(TIP>2)\~ B 71 — 0. (1)

En posant A=RUZ et Yo = )7\74, on déduit de (1) par relévement, une suite exacte

~ ~ H _ ~ D _ —~
0— 7' M) = p~ (TF?) [0 = p~ ()T — O 2)

On va calculer les composantes du résidu Res(t) de I'élément T de K (¥, }) définie par la suite exacte 2.

Soit iy un point de A, fy = 7 (fy) et Mg = p(Ma). Soit By un disque fermé centré en M, de bord dBg. Soit og une
trivialisation de £ au v01smage de my. On a : s= fog, Vs|y =df ® og, si (x, y) sont des coordonnees affines au voisinage
de mg, posons 3x—p* I 3y p 1L et G = p~log. La matrice de D dans les bases (8x By) et g est (fyop, fy o p).
F ot
)

ay
La matrice de H dans les bases ¥ et (3x, By) est : ((pFl’J)oﬁ .
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Le feuilletage F étant défini au voisinage de iy par le champ de vecteurs X = F;(% +p%) — (Fy+ pF;,)%, la fonction
X(fom)=F,(fy+pfy)om est nulle le long de y. Comme l'intersection de 3 avec R est finie,ona: fjom +pf}’,on|)7 =0.
Les points singuliers de y étant isolés, cette relation implique que si Uy est un voisinage assez petit de m, dans ¥, alors
fyom nest nulle en aucun point de U \ {fig}. D'olt f}, 0o n’est nulle en aucun point de By \ {fMy}. D'autre part F, o n'est
nulle en aucun point de By \ {ffig}.

D’aprés le Lemme 1, Resy (T) =V, (F;, oT) — Unm, (f}/, o p). D'autre part :

Res(t) =c1([p 1 (TP?) =7~ (M) — p~1(©O)]) ~ 7] = (7" ((n = DE +3& — 85) + d — D"*E') ~[¥]
=((M=D+3-8) ~[y1+@d—DE ~[y]=m-1s+d-1)§ =8> +35. O

Proposition 4.

> Iy — [m =28 — 2435 — 82,

MmeeX

Démonstration. La suite exacte 0 — T7 |5 5 2 p- (TPy) |5\ 5 2 o1 ()l 5 — 0 définit un relévement 6 de (o~ U(TPy) —
Ty — p~1(£)] dans la K-théorie relative K (¥, 7 \ Z).

Soit My € 5, my = p(My) et By un disque fermé centré en i, dans 7. Soit (x, y, p) des coordonnées affines au voisinage
de 7 (My) comme ci-dessus. En identifiant B, & un disque de C, p s’écrit en coordonnées t — (x(t), y(t)), avec y'(t) =
pOX' (1), p(to) = (X(Mq), y(Ma)).

La matrice de D dans les bases (3x,3y) et Gg est (f] o p. fyop); celle de p, est (;’,((?))

On a déja vu dans la démonstration de la Proposition 3 que f)/, o p ne s'annule pas sur By \ {f}. Puisque y’(t) = px'(t)
et my est une singularité isolée de y, X'(t) ne s'annule pas sur By \ {fTy}.

En appliquant le Lemme 1, on a : Resy(0) = vy, (X' (t)) — vto(f}/, o p). Maintenant, puisque y’'(t) = px/(t), v, (x'(t)) <
Vio (¥ (1)) ; par suite, I, = vg, (X' (t)). Finalement Resy (0) = I, — tim,, d’ol1 :

Res(0) = Y (I, — ta,) =c1([p7 (TP2) = TP — p~ 1 (©)]) ~ [7]

mgeXx
=—(2—-22) + (c1(TP2) — c1(€)) ~ [¥]
=2g 243562

Fin de la démonstration. Des Propositions 2 et 3 on déduit : 8’ =88 — 1) — ) 5.5 U ().
La Proposition 4 et (a) impliquent : §' =2g — 2+ 25§ — Zmae)‘_—j I, (b).
On obtient le Théoréme 1 en utilisant I'expression de 3’ donnée par (b) dans la Proposition 2. O

Remarque 2. Dans le cas ol d = 1, le feuilletage F de S se projette suivant un feuilletage F de P? localement défini par
le champ de vecteurs Y = ag(x, y)% —aq(x, y)% lorsque la surface S est définie par la condition F(x,y, p) =ao(x, y)p +

a(x,y)=0. .

L'ensemble S est inclus dans R et le Théoréme 1 s'écrit : (n —1)6 = Y 5 _5 (v — Im). Pour retrouver la formule donnée
dans le Théoréme 3.5 de [4], il suffit de voir que le nombre v — Iz n'est rien d’autre que lindice wm(w, ) en m du
champ de vecteurs w défini le long d’un voisinage de 7 dans ¥ par w =Y o p.
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