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Résumé

Nous démontrons I’intégrabilité algébrique du réseau de Toda Dgz), étudions la géométrie de ses variétés invariantes et explicitons

un morphisme entre le réseau et le systtme de Mumford. Pour citer cet article : D. Dehainsala, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347
(2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Algebraic integrability of the agz) Toda lattice. We show the algebraic integrability of the 0(32) Toda lattice and study the
geometry of its invariant manifolds. Also, we give an explicit morphism between this system and the Mumford system. To cite this
article: D. Dehainsala, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Un systeme d’équations différentielles complexes polynomiales est dit algébriquement completement intégrable
(a.c.i.) quand il est intégrable au sens de Liouville (c’est-a-dire posséde un nombre suffisant d’intégrales premicres
fonctionnellement indépendantes en involution) et que les variétés invariantes complexes tracées par ses flots, se
completent en une variété abélienne (un tore complexe algébrique). La notion d’intégrabilité fiit introduite dans les
années 1980 par Adler et van Moerbeke (voir [1] ou [2, Partie II]) et est basée sur la recherche des solutions de Laurent
formelles, inspirée des travaux de Kowalevski. Dans cette Note, nous nous intéressons au réseau de Toda associé a
’algebre de Lie affine 052). Nous démontrons que ce réseau est un systéme a.c.i. au sens d’Adler et van Moerbeke, et
étudions la géométrie des variétés invariantes.

2. Position du probleme et intégrabilité de Liouville
Les équations différentielles qui régissent le mouvement du réseau de Toda Dgz) sont données par
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X0 = X0Y0, Yo =2xp — X1,
X1 =x1y1, y1 = —2x0 + 2x1 — 2x2,
X2 =x2)2, V2 =2x2 — X1,

sur ’hyperplan H = {(xo, x1, X2, Yo, Y1, Y2) € Co | yo+ y1 + y2 = 0} de dimension 5 [2]. Ce champ de vecteurs, qu’on
notera V, admet pour intégrales premieres les polynomes suivants

Fi = y§ + y3 — 4x0 — 2x1 — 4x2, F> = (y§ — 4x0) (y3 — 4x2) — x1(2y0y2 — 4x0 — x1 — 4x2),
F3 = xpx1x2.

On considere sur C° la structure de Poisson {-,-} de rang 4, donnée par la matrice antisymétrique

0 X 1 [ X0 —Xo 0
(—XT O) avecX:=§<—x1 2x1 —x1>,
0 —x2 x
qui se restreint a une structure de Poisson {-,-}3; sur H. On vérifie que F3 est un Casimir de {-,-}3¢, V1 est un
champ hamiltonien, V; = {-, F1}7; et que le champ hamiltonien V; := {-, F2}7/ qui commute avec V. La famille

F:= (F1, F>, F3) est involutive et on montre que les différentielles d F; sont indépendantes sur un ouvert dense de H,
par conséquent (H, {-,-}7¢, F) est complétement intégrable au sens de Liouville.

3. Intégrabilité algébrique

Il est question de montrer que, pour ¢ = (c1, €2, €3) € 3 générique, les variétés invariantes complexes vues comme
des variétés affines (non compactes) dans H peuvent étre complétées en des tores complexes algébriques c’est-a-dire
F. .= ﬂ?zl{m eH: Fi(m)=c¢;} = T%\DC ol Tg est une surface abélienne et D, est un diviseur (courbe probable-
ment singuliere et réductible). Il existe sur C® une involution 77 : (xo, ..., y2) — (X2, X1, X0, Y2, Y1, Yo) qui se restreint
a H et aux fibres de F et laisse invariantes les fonctions F; ainsi que les champs V; et V5. Si on affecte a xq, x1 et x,
le poids 2 et & yp, y1 et y2 le poids 1, alors le champ V; devient homogene a poids. Ainsi, on montre que le systeme
admet trois familles de solutions de Laurent (homogenes a poids) dépendant de 4 (= dim’H — 1) parameétres libres
(balances principales). Les deux premieres, notées s(¢; I” 0y et s(¢; I'Y), sont respectivement données par

1 1
xo(t):t—2+d+ﬁ(6d2—e)t2+-~-, xot) =Bt +---,
1 1
xi(t) =et’ + -, XD =5+y =B+,
1 2,2
xz(t)=c+act+§c(2c+a )t + -, Xo(t) =08t +---,

2 2 N .3 1 1 2
yo(t)z—;—i-Zdt—g(e—d)t +-- yo(t)z;—i—a—yt—i—Z(Sﬁ—i—S)t +--,
2 2 3 2 3 2
yl(t)z;—a—Z(c—i—d)t—act x4 yl(t)z—;—i-Zyt—E(,B—i—S)t 4+,

L) 2 3 1 1 2
o (t) =a+2ct +act +§(2c +a c—e)t 4+, yz(t)z;—oz—yt—i—Z(SS—i—,B)t + -

ol  := (1le — 10c¢* — 6d% — 5a*c)/15. La derniere s(¢; I'%) est obtenue en appliquant I’involution = a s(z; I'?).
L’étape suivante consiste a déterminer les diviseurs de Painlevé formels i.e. les courbes algébriques, définies par les
trois balances principales s (¢, I” k) lorsqu’elles sont resreintes a F; =¢; (i =1,2,3).Onale

Théoreme 3.1. Le diviseur de Painlevé formel FCO (resp. FCZ) de s(t; FO) (resp. s(t; FZ)) est une surface de Riemann
lisse hyperelliptique de genre 2 d’équation affine

a*e? — (cre + 8C3)a26 —4e° + cze2 +4cic3e + 16c§ =0;
c’est un revétement double, ramifié en six points, d’une courbe rationnelle £, d’équation
u(u—cy) —4de+c=0;

I'application liant les deux courbes étant (a, ) — (u, e) = (a* — 4c3/e, e).
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Le diviseur de Painlevé 1"c1 de s(t; I'') est une surface de Riemann hyperelliptique lisse de genre 3, d’équation

affine
2 4 2,2 _
32aB” + (16a* — 8cia” + cf — 4c2) f — 32c30 =0.
La compactification de la fibre générique F. en une surface abélienne consiste a plonger F. dans un espace projec-

tif, P dans notre cas, a I’aide des fonctions polynomiales homogeénes a poids ayant au pire un pdle simple quand on
leur substitue n’importe laquelle des trois solutions de Laurent trouvées. Une base de ces fonctions est donnée par

z0=1, 21 = Yo, 22 =Yy0+ 2, 73 = X1 — Yoy2, Z4=4(XO—X2)+y§—y§,
75 = yoz3 + 4x0y2, 26 = y223 + 4x2)0, Z7 = X1X0, 78 = X1X2, 29 = Y0Y224 +X1(y§ - y%)
210 = 27(y0 — ¥2), z11 = 28(y2 — Y0), 212 = 2773, 713 = 2873,

214 =27((v2 — y0)z3 — 4x0)2), 215 = 28((yo — y2)z3 — 4x2)0).
Le plongement ¢, : (xp,...,y2) € Fe = (z0:---:215) € P’ donne lieu, pour chaque s(z; '), aun plongement
<p¢(") : "' — P en considérant les coefficients en 7! des séries de Laurent z j(s(z; I'")) obtenues par substitution

c

de s(t; I'') dans z;. On pose D, = Ui2=0 (pé’)(rg) = Ui2=o D;. On prouve alors que T? = ¢, (F.) = F. U D, est une
variété compacte (grace au fait que les flots du champ V; issus des points de D, pénetrent immédiatement dans la
partie affine F., plongée dans P!3) et que les champs V; et V, sont holomorphes, indépendants en chaque point
et commutants. D’apres le théoréme d’ Arnold-Liouville Complexe [2, Theorem 6.22], Tg est un tore complexe et
comme celui-ci posséde un plongement projectif, c’est une surface abélienne ; puisque Tf contient une courbe non
singuliere de genre 2, a savoir I CO, elle est donc isomorphe a la jacobienne de cette courbe [2]. On a le résultat suivant

Théoreme 3.2. Le systéeme de Toda (H, {-,-}, F) est un systéeme a.c.i. homogéne a poids.
4. Morphisme vers le systeme de Mumford, équation de Lax et linéarisation

L’involution hyperelliptique ¢ : (xo, ..., ¥2) — (xo0, X1, X2, —Y0, —¥1, —y2) sur T f conduit a une surface singuliere,
la surface de Kummer de Tf. Une équation de cette surface est déterminée en éliminant les variables xg, x1, X2, yo, Y2
des intégrales premieres F; (i = 1, 2, 3) et des sections

{161 =x2, 6= (5 — x1 — 4x0)x2, 63 =x1x3}
du fibré en droites [2FCO]. Cette derniere étant donnée par
(461 + ¢1)* — 4402 + ¢2))05 + P3(61,02)63 + Pa(61,62) =0,
ou P; est, pour i € {3, 4}, un polyndome de degré i en 9; et 65.
Théoréeme 4.1. 11 existe un morphisme (de systémes intégrables) ¢ : H C C® — C7, du réseau de Toda Dgz) dans le

systéme de Mumford de genre 2, oi C7 est ’espace de phase du systéeme de Mumford. On a ¢ (xo, X1, X2, Y0, Y1, ¥2) =
(u(),v(A), w(d)) ou

u() =22+ (y§ + y3 — 4xo — 2x1)A + (x1 — yoy2)> — 4xo(y3 — x1).
V() =V —1[4x2y2h + 4x2(y2 (3 — 4x0) — x130) ],
w) =213+ (32 + ¥3 — 4xo — 8x2 — 2x1)A?
+ ((x1 = yoy2)? + 8(4xo + x1 + 2x2 — y§)x2 — 4xo(y3 — x1)) A — 16x2(x0x1 — x2(¥§ — 4x0)). (1)

La structure de Poisson du systeme de Mumford par rapport a laquelle ¢ est un morphisme est nouvelle ; de plus
elle est non compatible avec les trois structures linéaires, et la structure quadratique connues [4, VIL.2.1.].
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Corollaire 4.2. Une représention de Lax du champ de vecteurs V1 est donnée par
d (o) u@) \_ vl /v)  u®) 0 1
dt \w) —v@)) 2 w) —v@) ) \bR) 0

o b(A) = A — 8x» est la partie polynomiale de la fonction rationnelle w(X) /u().).

Théoreme 4.3. Les équations différentielles du champ de vecteurs V| peuvent s’écrire sous la forme

dsg + dsp 0
b

MR
s1dsq spdsy

Jren T e = ldn

ou les variables s1 et sy sont les racines de u()).

Le Théoréme 4.3 et (1) donne une linéarisation explicite du systeéme. En utilisant [3, Theorem 4.5] on montre que
les solutions champ de vecteurs V| peuvent étre explicitées en termes de fonctions théta.

Remerciements

Je remercie ici mon directeur de these, Pol Vanhaecke pour I’aide et les indications qu’il m’a données pour la
réalisation de ce travail et Camille Laurent pour sa disponibilité a répondre a mes questions.

Références

[1] M. Adler, P. van Moerbeke, The complex geometry of the Kowalewski—Painlevé analysis, Invent. Math. 97 (1989) 3-51.

[2] M. Adler, P. van Moerbeke, P. Vanhaecke, Algebraic Integrability, Painlevé Geometry and Lie Algebras, Ergebnisse der Mathematik und ihrer
Grenzgebiete, vol. 47, Springer-Verlag, Berlin, 2004.

[3] D. Mumford, Tata Lectures on Theta. II, Modern Birkhduser Classics, Birkhduser Boston Inc., Boston, MA, 2007.

[4] P. Vanhaecke, Integrable Systems in the Realm of Algebraic Geometry, Lectures Notes in Mathematics, vol. 1638, Springer-Verlag, Berlin,
2001.



	Intégrabilité algébrique du réseau de Toda d3(2)
	Introduction
	Position du problème et intégrabilité de Liouville
	Intégrabilité algébrique
	Morphisme vers le système de Mumford, équation de Lax et linéarisation
	Remerciements
	Références


