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Abstract

We study the spectral properties of a Hamiltonian describing the weak decay of spin 1 massive bosons into the full family of
leptons. We prove that the considered Hamiltonian is self-adjoint, with a unique ground state and we derive a Mourre estimate and a
limiting absorption principle above the ground state energy and below the first threshold, for a sufficiently small coupling constant.
As a corollary, we prove absence of eigenvalues and absolute continuity of the energy spectrum in the same spectral interval. To
cite this article: J.-M. Barbaroux, J.-C. Guillot, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Published by Elsevier Masson SAS. All rights reserved.

Résumé

Propriétés spectrales et principe d’absorption limite a faible énergie pour un modéle mathématique d’interaction faible :
La désintégration d’un boson. Nous étudions les propriétés spectrales d’un hamiltonien qui décrit la désintégration du boson
massif W, de spin 1. Nous démontrons que ce hamiltonien est auto-adjoint, que I’infimum de son spectre est une valeur propre
simple. Nous montrons par ailleurs une inégalité de Mourre et un principe d’absorption limite pour les énergies en dessous du
premier seuil. Comme corollaire, nous obtenons le caractere purement absolument continu du spectre pour ces mémes énergies.
Pour citer cet article : J.-M. Barbaroux, J.-C. Guillot, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Published by Elsevier Masson SAS. All rights reserved.

Version francaise abrégée

D’apres le modele standard, les bosons w*, particules médiatrices de I’interaction faible, se désintegrent en paires
de leptons. Les leptons sont ’électron e, le muon 1, le lepton tau T, leurs antiparticules respectives e™, u™, 7+,
et les neutrinos et antineutrinos associés ve, Ve, vy, Vy, Vg €t V.

Les électrons, les muons et les leptons tau ainsi que leurs antiparticules sont des particules chargées de masse non
nulle et de spin £1/2. Les neutrinos et les antineutrinos sont des particules sans charge, suposées de masse nulle dans
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ce modele, et qui possédent une hélicité £1/2. Les bosons W sont des particules de spin 1 et dont la polarisation est
indexée par {—1, 0, 1} (cf. [9, Section 5.2]).

Les valeurs £ € {1, 2, 3} correspondent aux différentes variétés de leptons : I'indice £ = 1 sera utilisé pour décrire
les électrons, les positrons, et les neutrinos associés v, et b, ; I'indice £ = 2 sera utilisé pour les muons u~ et u™ et les
neutrinos v, et v, associés ; enfin, £ = 3 sera utilisé pour les leptons tau 7~ et 7T et les neutrinos associés v; et ;.

L’espace qui décrit I’ensemble des états quantiques est I’espace de Fock

$=35LFw,

ou § est I’espace de Fock fermionique pour les leptons £ = 1, 2,3 et §w est I’espace de Fock bosonique pour les
bosons W*.

Pour £ = 1,2 ou 3, on note by (§1) et bz <(&1) les opérateurs d’annihilation et de création pour les particules
leptoniques massives respectives e, = et T quand € = + et pour les antiparticules leptoniques massives respectives
et, ut et ™ quand € = —. De méme, pour £ = 1,2 ou 3, on note respectivement cpe(82) et cz (62) les opérateurs
d’annihilation et de création pour les neutrinos respectifs v,, v, et v; quand € = + et les antineutrinos Ve, v, €t vy
quand € = —. Enfin, on note a.(&3) et a’(£3) les opérateurs d’annihilation et de création pour le boson W~ quand
€ = + et pour le boson W quand € = —.

Les opérateurs by (1), bz < (&1) obé€issent aux relations d’anticommutation canonique (CAR) usuelles. Il en est de
méme pour les opérateurs cg ((§2) et cz (&2). Par contre, les opérateurs ae(§3) et a; (§3) obéissent aux relations de
commutation canonique (CCR) usuelles (cf. [9]).

De plus, suivant la convention adoptée dans [9, Sections 4.1 et 4.2], on supposera que les opérateurs de création et
d’annihilation, pour des variétés différentes de leptons, anticommutent toujours entre eux.

Le hamiltonien libre Hy est alors défini par

3 3
=33 [uf @b eopecnds+ 33 [ @i e den

{=1€e==% (=1€e=%

+ Y [0 ac e de
e=+
Ici, les énergies libres relativistes pour un lepton massif, un neutrino et un boson, sont respectivement

1 1
wlED=(pP+md)?, wPE) =Ipal et wD(&) = (kP +m)?,

ou my est la masse du lepton £, my celle du boson, avec m| <my <m3 <myy.
Le terme d’interaction Hj s’écrit

H=H"+H?,

ou I’opérateur H 1(1> décrit la désintégration des bosons WT et W, et H 1(2) est le terme qui est responsable du fait

que le vide nu £2 dans § n’est plus un vecteur propre du hamiltonien total. Les opérateurs H 1(1) et H 1(2) sont définis
respectivement par (9) et (10).

Les noyaux foz’ o (ses2) (@ =1,2) qui interviennent dans ces définitions, lorsqu’ils sont calculés en physique
théorique, contiennent une §-distribution en vertu de la conservation de I’impulsion (cf. [6], [9, Section 4.4]). Pour
donner un sens mathématique rigoureux a ces opérateurs, on approxime ici ces noyaux singuliers par des fonctions de
carré intégrable, i.e., on fait I’hypothese (7) (cf. [S]).

En notant g la constante de couplage pour I’interaction, le hamiltonien total est alors défini par

H=Hy+gH].

Le premier résultat concerne le caractere auto-adjoint du hamiltonien total H.

2
’”L2(21 ><2| XZz)

g < g1, Uopérateur H est auto-adjoint dans §, de domaine celui de I’opérateur libre H.

P . 3¢} 3
Théoréme 0.1. Soit g1 > 0 tel que %(m% + DX 122 0=t 2oeter G < L. Alors, pour 0 <

m l,e,e
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Le second résultat est dédié a I’existence d’un état fondamental, le vide habillé, et a la localisation du spectre
absolument continu de H.

Théoreme 0.2. On suppose maintenant que les noyaux G( @) o satisfont les hypotheses (7) et (12)-(i). Alors il existe
g2, 0 < g2 < g1, tel que l'opérateur H admet un etatfondamental unique si 0 < g < g2. De plus, on a infa(H) <0
et

0 (H) = 04 (H) = [info (H), 00). (1)

Remarquons ici que (1) n’implique pas que le spectre au dessus de 1’état fondamental est exclusivement absolument
continu. C’est dans le théoréme suivant que 1’on caractérise plus précisemment le spectre des basses énergies, et que
I’on montre le caractere purement absolument continu de celui-ci pour les basses énergies, valeur propre de 1’état
fondamental exclue. On montre aussi un principe d’absorption limite.

Théoreme 0.3 (Principe d’absorption limite). On suppose que les noyaux Géae) o satisfont les hypotheses (7) et (12), et

on note (A) := (14 A2)V/2, oit A est I’opérateur conjugué défini par (13). Alors, pour tout 8 satisfaisant 0 < 8 < mj,
il existe 0 < g5 < g2 tel que, pour 0 < g < gs, ona

(1) Le spectre de H dans (info (H), m| — 8] est purement absolument continu.
(ii) Pour tout s > 1/2 et tout ¢, ¥ dans §, les limites limg_, (@, (A) " (H — X £ ie){A)~5V) existent uniformément
pour tout A dans un sous-ensemble compact de (info (H), m1 — §].

1. Definition of the model

The weak decay of the intermediate bosons W+ and W~ involves the full family of leptons together with the
bosons themselves, according to the Standard Model (see [6, Formula (4.139)] and [10]).

The full family of leptons consists of the electron e~, the muon p~, the tau lepton 77, their associated neutrinos
Ve, Yy, V7 and all their antiparticles et, u™, t*, ¥,, v, and V;. In the Standard Model, neutrinos and antineutrinos
are massless particles, with helicity —1/2 and +1/2 respectively. Here we shall assume that both neutrinos and
antineutrinos have helicity £1/2.

The mathematical model for the weak decay of the vector bosons W= is defined as follows.

The index € € {1, 2, 3} denotes each species of leptons: £ = 1 denotes the electron e, the positron et and the
associated neutrinos v,, V.; £ = 2 denotes the muons u~, uT and the associated neutrinos v, and v,; and £ =3
denotes the tau-leptons T, T, and the associated neutrinos v, and v;.

Let & = (p1,s1) be the quantum variables of a massive lepton, where p; € R? and s; € {—1/2, 1/2} is the spin
polarization of particles and antiparticles. Let & = (pa, s2) be the quantum variables of a massless lepton where
p2 € R3 and 55 € {—1/2, 1/2} is the helicity of particles and antiparticles and, finally, let £3 = (k, ) be the quantum
variables of the spin 1 bosons W+ and W~ where k € R® and A € {—1, 0, 1} accounts for the polarization of the vector
bosons (see [9, Section 5.2]).

We set ¥ =R3 x {—1/2, 1/2} for the configuration space of the leptons and X» = R3 x {—1, 0, 1} for the bosons.
Thus L%(X)) is the Hilbert space of each lepton and L?(X,) is the Hilbert space of each boson. In the sequel, we shall
use the notations [y, d§ := Zs:+%)7% JSdpand [; d&:=3", o, [ dk.

The Hilbert space for the weak decay of the vector bosons W is the Fock space for leptons and bosons describing
the set of states with indefinite number of particles or antiparticles, which we define below.

For every ¢, §, is the fermionic Fock space for the corresponding species of leptons including the massive particle
and antiparticle together with the associated neutrino and antineutrino, i.e.,

e = ®&,L(21) ®<EB®L(21)> €=1,2,3, 2)

n=0 a

where )/ denotes the antisymmetric n-th tensor product and ®2 L*(Z):=C
The fermionic Fock space §1, for the leptons is
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3
Fr=Q)3. 3)
=1

The bosonic Fock space Fw for the vector bosons W and W™ is

Fw = ®sv L* (%)) ®<EB®L2(22>> )

n=0 s

where )} denotes the symmetric n-th tensor product and ®? L*(X;):=C
The Fock space for the weak decay of the vector bosons W and W™ is thus

§=3LQFw- ®)

For each ¢ =1,2,3, by (&1) (resp. bz"’ <(&1)) is the annihilation (resp. creation) operator for the corresponding
species of massive particle when € = + and for the corresponding species of massive antiparticle when € = —. Sim-
ilarly, for each £ =1, 2, 3, ¢y (&2) (resp. c;’i (62)) is the annihilation (resp. creation) operator for the corresponding
species of neutrino when € = + and for the corresponding species of antineutrino when € = —. Finally, the operator
ae(&3) (resp. a}(&3)) is the annihilation (resp. creation) operator for the boson W~ when € = +, and for the boson
W™ when € = —. The operators be.c(§1), bz (1), cee(82) and CZ (&2) fulfill the usual canonical anticommutation
relations (CAR), whereas a¢ (£3) and a} (£3) fulfill the canonical commutation relation (CCR), see e.g. [9]. Moreover,
the a’s commute with the 4’s and the ¢’s.

In addition, following the convention described in [9, Section 4.1] and [9, Section 4.2], we shall assume that
fermionic creation and annihilation operators of different species of leptons will always anticommute.

The free Hamiltonian Hy is given by

H=Y Y [l €nn opecenas + 3 [ e @t e e

{=1e==% (=1€e=%

+> f w® (&3)af (€)ac (&) d&s, 6)
e=%
where the free relativistic energy of the massive leptons, the neutrinos, and the bosons are respectively

1 2 )
wlE)=(piP+md)?, wPE) =pal and WD (&)= (k2 +m})?.
Here m is the mass of the lepton £ and my is the mass of the bosons, with m| <my <m3z <mwy.

The interaction Hj is described in terms of annihilation and creation operators together with kernels Gézi e/( )
(o« =1, 2). Each kernel Gy ¢ ¢ (§1, &2, &3), computed in theoretical physics, contains a §-distribution because of the
conservation of the momentum (see [6], [9, Section 4.4]). Here, we approximate the singular kernels by square inte-
grable functions (cf. [5]). Therefore, we assume the following:

Hypothesis 1.1. Fora =1,2, £=1,2,3, ¢, ¢’ =+, we assume
G (&1, 62.83) € LX(Z) x 21 x 3. (7)
Based on [6, p. 159, (4.139)] and [10, p. 308, (21.3.20)] we define the interaction terms as
Hi=H" +H?, ®)
with

H = ZZ / G (&1, &, BBE (B} (B2)a (E5) 6 46 dés

= 16756

+ Z > / Gy) (61 2, E3)a (E3)cy e (E2)Dr.c (§1) dEy dEy ds, ©)

=1 e#€’
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HP = Z > / G (&1, E2.E3)D] (E1)c . (E2)a (E3) dEy &y ds

= ]e;ée

+ Z > / G (€1, E2.83)ac (E3)cq, e (E2)by e (E1) dEy dEy dEs. (10)

=1 ez’

The operator H 1( ) describes the decay of the bosons W+ and W~ into leptons, and H 1(2) is responsible for the fact
that the bare vacuum will not be an eigenvector of the total Hamiltonian, as expected from the physics.

For ¢ =1, 2, 3, each terms in H 1(1) and H 1(2) are well defined as quadratic forms on the set of smooth functions
corresponding to states with finitely many particles. According to [7, Theorem X.24] (see details in [3]) one can
construct a closed operator associated with the quadratic form defined by (8)—(10).

The total Hamiltonian is thus (g is a coupling constant),

H=Hy+gH;, g=>0. (11

The first result is the self-adjointness of H. Itis proved by showing that for each £ = 1, 2, 3, the corresponding terms
occurring in the interaction Hj are relatively bounded with respect to the square root of the number of massive lepton
operator Np =), bZ’ <(E1)bg c(&1) d&1. Since the leptons are massive, this allows one to prove that the perturbation
Hj is relatively bounded with respect to Hy (see [3]).

Theorem 1.2. Let g > 0 be such that ( LDy, 12 P Dot 1G < 1. Then for every

Lee ||L2(21><E x X)
g satisfying g < g1, H is a self-adjoint operator in § with domain D(H) = D(Hy).

2. Spectral properties

(o)

In the sequel, we shall make the following additional assumptions on the kernels G,

Hypothesis 2.1. There exists C > 0 and A > my such that fora =1,2,£=1,2,3, ¢, ==+, andi, j=1,2,3

/ G (1. 62, 83)

® 5 d&; dé>dé3 < oo,
|p2l

I xX i xXy
1

2
(ii) ( / |G;3€,<sl,sz,ss>|2dsld&d&) <Co?,

Zix{|p2l<o}x 2y

(iii-a) f [(p2- V)G (1. 62, 83) | dy déa dis < 0,

D xXixXy
82 (er) 2
2 2 l,€,€
(ii-b) / PRl |5y e 61,8280 061 dE2ds <oc,
IixX i xXy '
(iv) GE e) o(E1,62,8) =0 if|p2l = A (ultraviolet cutoff). (12)

The next result is devoted to the existence of a ground state for H together with the location of the spectrum of H
and of its absolutely continuous spectrum, when g is sufficiently small.

Theorem 2.2. Suppose that the kernels szaé) o satisfy hypothesis (7) and (12)-(i). Then there exists 0 < g < g1 such
that H has a unique ground state for g < g2. Moreover info (H) < 0 and

0 (H) =0y (H) = [info (H), 00).
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According to Theorem 2.2 the ground state energy E = info (H) is a simple eigenvalue of H and our main results
are concerned with a careful study of the spectrum of H above the ground state energy.

The derivation of the limiting absorption principle in Theorem 2.3 is based on the conjugated operator method as
described in [2] and [8]. The conjugate operator A we pick is the second quantized dilation generator for the neutrinos.

The one-particle conjugated operator on L?(X1) is a := %(pz ~iVp, +1Vp, - p2). The operator a is essentially
self-adjoint on C§° (R3, C?). Its second quantized version dI”(a) is a self-adjoint operator in §, (L%2(X))). We now
define A as the extension to § of the following operator in §r,

A=A4131L®13+11®A4A:013+11 91, ® A3, (13)
where Ay isdefinedas Ay =101 dIMa)®1+111xdIM(a).

Theorem 2.3 (Limiting Absorption Principle). Suppose that the kernels Géae) o satisfy hypothesis (T) and (12). For
any 8 > 0 satisfying 0 < § < m there exists 0 < g5 < g such that, for 0 < g < gs,

(1) The spectrum of H in (info (H), m — §] is purely absolutely continuous.
(i) Let (A) = (1 + A>)'/2. Forevery s > 1/2 and @, ¥ in §, the limits lim,_o(p, (A) ™ (H — A £ ig)(A) ™) exist
uniformly for ) in any compact subset of (info (H), m — §].

The proof is based on a positive commutator estimate, called the Mourre estimate and on a regularity property of
H with respect to A [2,8]. According to [4], the main ingredient of the proof are auxiliary operators associated with
infrared cutoff Hamiltonians with respect to the momenta of the neutrinos. For a mathematical model about the weak
decay of the muons see [1].
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