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Résumé

Posé au XIXeme siecle par Lyapunov et Poincaré, le probleme du «centre—foyer» n’a été résolu que pour des cas particuliers.
Dans cette Note, grice a une présentation matricielle et sans passer aux coordonnées polaires, on «revisite » le théoreme de Poin-
caré—Lyapunov et on décrit une méthode «directe » de calcul des conditions d’existence d’un centre pour une famille de systemes
différentiels. Pour citer cet article : D. Boularas, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

About the Poincaré-Lyapunov theorem and necessary conditions for the existence of a center. Since the end of the XIX
century, the “center—focus” problem interested many people. However, up to now, it was solved only for particular families of
differential systems. In this Note, with the help of a new matricial presentation, we re-visit the Poincaré—Lyapunov theorem and we
give a “direct” computational method of the conditions of a center for some differential systems. To cite this article: D. Boularas,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In 1908, H. Dulac [3] has published the first work devoted to the classical “center—focus” problem. Of what consists
this problem? Let’s consider the differential system
dx dy

E=A(X’Y), d[ =B(x7}’), (1)

where A and B are analytical functions in a neighborhood of the singular point (0, 0) which we suppose nondegener-
ated. It is well known that when the real parts of the eigenvalues of the linearized system around (0, 0) are non-zero,
the qualitative behaviour of the trajectories of the system (1) is topologically equivalent to that of the trajectories of the
linearized system. However, when the real parts of the eigenvalues are zero, for the system (1) which can be rewritten
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under the form

dx dy
= = D 2
@ y+Cx,y), oot (x,y), 2)

the center of the linearized system can remain a center or be transformed into a focus.
The first result for distinguishing these two situations is the famous theorem of Poincaré:

Theorem 1. (See [7].) The differential system (2) has a center in (0,0) if, and only if, it admits an analytical first
integral (nontrivial) in the neighborhood of the origin.

Consequently, when the functions C and D are polynomial of lowest degree greater or equal to 2, the searching of
the analytical first integral leads us to the resolution of some infinite family of polynomial equations depending on
the coefficients of C and D. These equations form the so-called Bautin ideal which is, following the Hilbert’s basis
theorem, generated by a finite system of relations.

To find a such finite system is precisely the “center—focus” problem. The “center—focus” problem is firstly solved
by H. Dulac [3] for the quadratic case, i.e. when C and D are homogeneous polynomials of degree 2.

In this Note, using the matricial formulation of the equations of the “center—focus” problem, we purpose a new and
simple proof of the Poincaré—Lyapunov’s theorem and give the first necessary conditions of the existence of a center
for the particular systems

dx

dy
d_t__y+Am(x7y)a d—t—x'f‘an(xv)’)» (3)

where A,, and B, are homogeneous polynomials of degree m. Moreover, for these systems, many of necessary
conditions are already obtained in [4-6] by different ways.

1. Motivation et différentes notations

En 1908, parut I’article de H. Dulac [3] sur des conditons d’existence d’un centre pour les systemes quadratiques.
Ce fut le premier travail dédié au probléme, devenu classique, du « centre—foyer ». En quoi consiste-t-il ? On considere
le systeme différentiel

dx dy

EZA(X’“V)’ dr

ou A et B sont analytiques au voisinage du point singulier (0, 0), supposé non dégénéré. On sait que lorsque les
parties réelles des valeurs propres du systéme linéarisé sont non nulles, le comportement qualitatif des trajectoires du
systeme (4) est topologiquement équivalent a celui des trajectoires du systeme linéarisé. Il n’en est pas forcément de
méme dans le cas, considéré ici, ou ces parties réelles sont nulles. En effet, si les parties réelles des valeurs propres
sont nulles, le systeéme (4) qui, le réécrivant sous la forme

dx dy
= — = D 5
m y+C(x,y), a4 x+D(x,y), &)

ou les valuations de C et D sont supérieures ou égales a 2, peut admettre un centre ou un foyer a I’origine. Le premier
résultat important établi pour discerner ces deux situations est le célebre théoréeme de Poincaré :

B(x, y), “4)

Théoreme 2. (Voir [7].) Le systeme différentiel (5) admet un centre a l’origine si, et seulement si, il posséde une
intégrale premiere analytique (non triviale) au voisinage de [’origine.

Une intégrale premiere analytique du systeme général (4), au voisinage de 1’origine, est une fonction F, analytique
en (0, 0) et qui vérifie I’identité
F (x, 0F (x,
( y).A(x,y)+ .3 g
ax ay

Ainsi, dans le cas ou C et D sont des fonctions polynomiales, 1’existence d’un centre en (0, 0) conduit a la résolution
d’une infinité d’équations algébriques en les coefficients de C et D. Ces équations forment I’idéal de Bautin qui,

ApB(F)(x,y)= (x,y)=0.
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d’apres le théoreme de la base finie de Hilbert (Hilbert’s basis theorem) admet un systéme fini de générateurs et
trouver un tel systeme constitue justement le probleme du « centre—foyer ».

Ce probleme a été résolu pour la premiere fois par H. Dulac [3] et ce, pour les systémes quadratiques (C et D
sont des polyndmes homogenes de degré deux). La multitude de travaux (voir [8], [6] pour I’historique), la variété
des méthodes (fonctions abéliennes, formes de Takens, théorie des invariants, dérivations successives de la fonction
du premier retour, ...) qui y sont développées ainsi que les proximités decouvertes avec d’autres problemes célebres
(16eme probleme de Hilbert sur le nombre des cycles limites) lui conférent le statut de « probleme classique » de la
théorie qualitative des équations différentielles.

Dans cette Note, nous proposons une nouvelle preuve du théoreme de Poincaré—Lyapounov et ensuite, nous en
déduisons les premieres conditions nécessaires d’existence d’un centre pour les systémes

dx dy

o =A@y, o =x By, ©)

ou A, et 3, sont des fonctions polynomiales homogenes de degré m. Rappelons que pour ces systemes, plusieurs
conditions nécessaires ont déja été obtenues [4-6].

2. Le théoréme de Poincaré—Lyapunov «revisité »

Utilisant I’écriture formelle d’une forme algébrique de degré k, Zf:o uk_i,,-xk_i yi (voir [1,2]) :

Xk
xk=1y .
[4k,0 Uk—1,15 Uk—2,25 - -+, U0 k] . =UrX", (7
yk
ainsi que la notation simplifiée A 4, 5, = Ay, une série formelle
Fx,)=FX'+BX>+. - + X' +... (8)
est une intégrale premiere du systeme différentiel de degré m
dx d
5 =AC Y =AX 4 A, X, d—f =B(x,y) =BiX'+---+ BuX", ©)

si, et seulement si,
AMAX '+ RX*+ )+ M(AX + BXP 4 )+ Ap(FIX + BX2 ) =0.

Regroupant dans cette égalité les termes homogenes en x et y, on obtient une infinité de conditions qui correspondent
aux degrés respectifs 1,2,...,m,...:

m
A(FIX")=0. M(RX")+A(FRXY)=0. ... Y Apin(FX)=0. ...,
i=1
et de facon générale (degré k quelconque),
A (Fi—min(imy+1 XETmEH) 4 AL (Femingemy 2 XEmnEm+2) o A (FXY) =0,

Sachant que le premier membre de cette équation est une forme algébrique de degré k, il existe min(k, m) matrices,
notées M ) (i =1,...,k —min(k,m) + 1, ..., k) telles que

[Fk—mintk,m)+1 Mk —min(k,m)+1,k] T Fr—mintk,m)+2 Mk—min(k,m)+2,k] + -+ FkM[k,k]]Xk =0.
La chaine infinie de conditions précédentes s’écrit alors comme suit :

FiMypny=0, FiMpog+FbMpy=0, FiMjps+FPMps+ FsM33=0, ... (10)
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— Exemples de matrices induites par la partie linéaire : k =1,d =1,2,3

2a1,0 2a9 1 0
a,o ao,l
M= [b b ] , Mpoy=| bro aio+bo1 a0
ho Pl 0 21 2bos
— Exemples de matrices induites par la partie quadratique : k =2,d =1,2,3
2a3 0 2a1,1 2a0.2 0
ao ail 4ao2
M= [b b 5 :| , Mps1=| bao axo+bi1 ai1+bo2 aon
2,0 01,1 002
’ ’ ’ 0 2bs.0 2b1 1 2by 2

De fagon générale, en adaptant la proposition 12 de [2],

Proposition 1. Quels que soient les entiers naturels non nuls d et k, en convenant ayy; —; = b_; y+; =0, nous avons :

vj=0,1,2,...d, Vr=0,1,2,...,k+d — 1, [M[d,k—&-d—l]]{ =(d—ak—rtjr—j+ jbr—rtj-1r+1-j.

an
Corollaire 1. Pour tout entier d, la matrice carrée My 4] est définie par : Vj,r € {0,1,...,d},
(Mig,a)? =0 silr—jl>1,  (Mga)},, =~ jao,,
(Mia.a))} = (d — paro+jbo1,  (Ma.a)j_; = jbio. (12)
Corollaire 2. La matrice M[1,1] = (Z:g Zgll) est diagonale (triangulaire inférieure ou supérieure) si, et seulement si,
quel que soitd = 1,2,3, ..., la matrice M[d,d] est diagonale (triangulaire inférieure ou supérieure).

Corollaire 3. Si Ay et Ay sont les valeurs propres de la matrice M1 1}, alors les valeurs propres de la matrice Mg )
sont égales a (d — k)M +kXy, 0uk=0,1,...,d.

Poursuivant notre objectif de recherche des conditions d’existence d’une intégrale premiere du systeme (5), en

posant z = x +iy (Z =x — iy) oll i> = —1, nous obtenons une nouvelle écriture du systéme (5) :
dz . _ dz . _
—=iz+U(z,2), — =—iz+V(z,2), (13)
dr dr

oulU(z,z)etV(z,z) = U(z, z) sontdes séries en z et z, de valuation supérieure ou égale a 2. Appliquant les corollaires
2 et 3 aux systemes (13), on obtient

Lemme 1. La matrice My q) est diagonale et pour tout k =0,1, ...,d, (M[d,d])i = (d — 2k)i.
Ainsi, selon le cas ol d est impair ou pair, la matrice M{q 4] est inversible ou non. Des trois premieres équations
du systeme (10), on déduit :
F=1[0,0], F=[0,a,0], F;= FzM[2,3](M[3,3])71,
Par conséquent, la premiére obstruction a I’existence d’un centre a 1’origine vient de la quatrieme équation
FaMpp 41+ F3M3,.4) + FsMs,.4) =0,

puisque la matrice M4 4) = diag([4i, 2i, 0, —2i, 4i]) n’est pas inversible. De plus, la troisiéme composante du membre
de gauche de cette équation ne dépend pas du choix de F4 et parmi tous ces choix, il en existe un, tel que
FoMp 41+ F3sM3,4) + FaMg,4) = Pa (12)2, ot le nombre B4 dépend polynomialement des coefficients de U etde V.
En continuant ce processus, on trouve par récurrence tous les Fy qui vérifient le théoréme de Poincaré—Lyapunov :
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Théoreme 3. Soit le systéme différentiel (13), il existe alors une série formelle F(z,7) = zZ + F3(z,2) + - - - telle que

0F(z,2)
0z

0F(z,2)

(iz4+ U@z 2)+ %

o
(-iz+ V@ D)= BuD".
k=2
Le Théoreme 2 est partiellement une conséquence de ce théoreéme : si toutes les quantités Box (k =2, 3,...) sont

nulles, alors I’origine est un centre pour (5).

Remarque 1. Dans la preuve de ce théoreme, Poincaré a commencé par calculer la matrice M|z 7] (voir [7], page 96)
avant de passer aux coordonnées polaires. D’ailleurs, une petite erreur s’est glissée dans le calcul de cette matrice.

3. Conditions nécessaires d’existence d’un centre

Considérons maintenant les systemes différentiels

dz . _ . “ e Z - _ R e
Ezlz—l—Um(z,z):zz%—Zukzm kzk, E=—11+Vm(z,z)=—lz+2vkz’" kzk, (14)
k=0 k=0
ou la double indexation est abandonnée et, bien sir, pour tout k = 0,2, ..., m, vy = Uy—k.

3.1. Structure des conditions d’existence d’un centre

D’apres le systeme d’équations (10), une fonction (8) est une intégrale premiere du systeme différentiel (14) si, et
seulement si,

FiM1,11=0, Fon—1Mim—1,m-11=0,
F Ml,m + FmM[m,m] =0, . Fm—le—l,Zm—2 + F2m—2M[2m—2,2m—2] =0, (15)

On obtient m — 1 chaines de conditions indépendantes les unes des autres dont les consistantes démarrent avec une
valuation paire, i.e. une intégrale premiére formelle de (14) s’écrit nécessairement sous la forme F(z, z) = Fo Z% +
Fop1 Z% 0 4o

Remarque 2. En fait, d’apres le théoreme 2 de [6], I’existence d’une intégrale premiere de valuation 2k (k=1,2,...)
équivaut a celle d’une intégrale premiere de valuation 2.

Il en résulte qu’il suffit d’étudier les intégrales de la forme F(z,7) = ZZO:O F2+n(m,1)Z2+”(m_l). En posant
Mi4,q41 = L4, on déduit la proposition :

Proposition 2. Une série F(z,7) = ZZO:O F2+,1(m,1)22+”(’"_1) est une intégrale premiere formelle non triviale au
voisinage de 0 du systeme (14) si, et seulement si, F, = [0, 1, 0] et

VneN,  Foinm—1)Mp4nm-1).240+Dm-11 + F2+@+1)m—1) L2+ (+1)m—1) = 0.
Le Lemme 1 et la Proposition 2 suggerent deux cas d’étude, m = 2/ et m = 2/ 4 1. Dans le premier cas, les

obstructions a I’existence d’une intégrale premiere apparaissent dans une équation sur deux et dans le second, dans
toutes les équations.

3.2. Cas ou m est impair

Lemme 2. On pose m =21 + 1. Alors,

[M2(1+n1),2(1+(n+1)1)]}I?,ILH)I =1+ nl)(u + vi+1).
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En posant n =0 et m =21 4 1, de ce lemme et de I’égalité [LQ(H_[)]f =0, on déduit la premiere condition d’exis-
tence d’un centre a I’origine : u; + v;41 = 0. Sous cette condition, nous obtenons
a2,

F =1 N g ooy ) g ey s
2+h =t (2(1 T 2 2 2 2 20+ 1)
Ensuite, sachant que

v uo+ug w-1+v g+ Ut Uit )

Vji=0,1,2,....,20+2D), [Laasanl{,p =0 et FraynMoasn.2a+2) + FaasanLaasan =0,

et comme [M2<1+z>,2(1+zz>]}fz, =0, on en déduit [F2(14+1) Ma1+1),2(142 J1+21 = 0. D’ol,

i 2(14+1)
Z[F2(1+1)]j[M2(1+z),2(1+21)]{+2,+ Z [F2(140)]j [Maci 1) 20420 o =0.
j=0 j=i+2

En opérant le changement d’indice j <— 2(1 4+ ) — j dans la deuxieme somme, on obtient :

U+1—j1 + V2042—j
2j

!
uj—1+vj ) .
Z[]—][@l +2— puzti-j+ jU2[+2_j] +

204+1—-j) [j”j—1+(21+2—j)vj]:|.

j=0
Rappelant le fait que u_; = vy42 =0, il s’ensuit :

Théoreme 4. Dans la cas o m = 21 + 1, pour que le systeme (14) admette un centre a ’origine, il faut que
l
u+v4+1=0 et Z(u./—1’421+1—j —vjvy42-) =0.
j=1

3.3. Cas ou m est pair

Revenons a la Proposition 2. On rappelle que u_1 = vy;4+1 = 0. D’apres le Corollaire 3, lorsque m = 2 et pour n =
0 etn =1, les matrices carrées Ly;41 et L4; sont respectivement inversible et non inversible. De la premiére équation,
on déduit la solution unique [F2;41] avec [Fo41]; = %l (j=0,...,2l + 1). De la deuxieéme condition, en
suivant le méme cheminement que dans le cas m = 2/ (notamment le changement d’indice j <— 2/ + 1 — j), on

obtient le théoréme :

Théoreme 5. Dans le cas oi m = 21, pour que le systeme (14) admette un centre a l’origine, il faut que
1

Z(uj—luzz—j —vjvyy1-7) =0.
j=1

En conclusion, je remercie vivement le rapporteur de cette Note pour m’avoir indiqué certaines incohérences de
notation et les insuffisances de rédaction.
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