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Résumé

On démontre la polyhomogeneité de solutions d’une classe de problemes de Cauchy hyperboloidal pour des systemes d’équa-
tions aux dérivées partielles symétriques hyperboliques non linéaires, compatibles avec les équations d’Einstein-Maxwell en
dimension d’espace-temps supérieure ou égale a 9. Il en découle I’existence globale de solutions polyhomogenes pour des données
initiales petites, stationnaires en dehors d’un compact. Pour citer cet article : PT. Chrusciel, R. Tagne Wafo, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Polyhomogeneous solutions of quasi-linear wave equations. We prove polyhomogeneity of solutions of the hyperboloidal
Cauchy problem for a class of quasi-linear symmetric hyperbolic systems, under structure conditions compatible with the Einstein—
Maxwell equations in space-time dimensions n 4+ 1 > 9. As a byproduct we obtain, in those dimensions, polyhomogeneity at
null infinity of small data space-times evolving out of initial data which are stationary outside of a ball. To cite this article:
P.T. Chrusciel, R. Tagne Wafo, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In recent works [2,3], polyhomogeneity of solutions of hyperboloidal Cauchy problems, with polyhomogeneous
initial data, has been proved for a large class of semi-linear symmetric hyperbolic systems. The object of this Note is
to present an extension of those results to quasi-linear equations satisfying structure conditions compatible with the
vacuum Einstein equations, or with the Einstein—-Maxwell equations, in space-time dimensions n 4 1 > 9. For this
purpose, we consider a system of second order wave equations of the form (1) for amap f with values in R" for some
N, where 1 is the (n + 1)-dimensional Minkowski metric. The initial data will be polyhomogeneous and prescribed
on the hyperboloid Sy (see (2)). For example, the Einstein-Maxwell equations in the harmonic-Lorenz gauge can be
written in this form (see [1,4,5]). We prove that Eq. (1) has a unique solution defined on a future neighbourhood of the
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whole hyperboloid Sy when the initial data are polyhomogeneous, without smallness conditions, as long as the space—
dimension n > 8. To do this, we use the conformal mapping ¢ : I +(0) — I, (0) defined by x4 >y

n;\ﬂx)‘xﬂ
which transforms Eq. (1) into the wave equation (4) where u = f Q7 f ¢ landg= 2% H*g,g=n+H.

Using an energy argument, we prove the following: Consider the wave equations (1) with (3) on a space-time of
dimension 1 4+ n > 9. Suppose that the initial data prescribed on the hyperboloid Sy are such that

Flosy € (HE NL®)Hr,) and 3 flg(s,) € HE (Hry)-

Then there exists a time 7, and a smooth solution f defined on £2, such that, Vt € [Tp, 74], f (1) € C"‘ Hy).

Finally, using this result, we can prove polyhomogeneity of solutions of (1). Let 6 > 0. Set x = m, r =|%|. For
the definition of spaces of polyhomogeneous fynctions Aq x=0}> A({Sx;op Ajogxg v and .A‘{SO< vy Ve refer the reader
to [2], Egs. (A.1)—(A.2), pp. 117-118. The main result of this Note is the following:

Consider the Einstein—-Maxwell equations on R 1 > 8. Let 8§ € R be such that 1 /(28) € N when n is even and

1/6 € N when n is odd. Suppose that the initial data for Egs. (1)—(3) are polyhomogeneous on the hyperboloid Sp:

n=1 n=1
flsy €x T AL _yNL>® and 3, fls, €x 2 A}y,

There exists a time ¢4 > #y and a solution of (1)—(3) defined on Ute[to, 1] S; such that V¢ > 1y, we have:

n—1 n=-1_
fO=fls,ex T AL, and 8 f(1)=0fls ex 2 Al _.

Moreover, the solution is polyhomogeneous at Z, in the above polyhomogeneity class, as long as it exists; in particular
the small data solutions of [5] evolving out from data stationary outside of a compact set are polyhomogeneous.

1. Introduction

Dans les travaux [2,3] on démontre la polyhomogeneité de solutions de probleéme de Cauchy hyperboloidal a don-
nées polyhomogenes pour une large classe de systeémes symétriques hyperboliques semi-linéaires. Le but du présent
travail est d’étendre ces résultats aux équations quasi-linéaires dont la structure est compatible avec celle des équa-
tions d’Einstein du vide ou des équations couplées Einstein—-Maxwell. Pour ce faire, nous considérons sur R”*! une
équation d’onde du second degré de la forme

B 3 f 3 f
8x°‘8x/3 Ix*oxh

ol f est une application a valeurs dans RY, et 1 la métrique de Minkowski en dimension n + 1. Les données initiales
polyhomogenes seront portées par 1’hyperboloide (zy > 0) :

So={(x"): % — 19 = /12 + 72}, )

située a I’intérieur du cone lumiere de sommet 1’origine des coordonnées. Nous montrons que le systéme (1) possede
une solution polyhomogene sur tout un voisinage de I’hyperboloide Sp. Notons que les équations couplées Einstein—
Maxwell en jauge harmonique et en jauge de Lorenz se mettent sous la forme (1) avec (voir [1,4,5])

S = (guv — Muvs Ap), 3)
etdonc HH := gV — nH¥ = nHn"P (g4p — 148) + termes quadratiques.

HP(f,9f)

n 5 = F (1,91, (1)

2. Transformation conforme utilisée

Nous utilisons 1’application conforme suivante ¢ : x — y qui envoie I’intérieur du cone lumiere futur I,f (0) de
sommet I’ origine dans le systéme de coordonnées x“, sur I’intérieur du cone lumiere passé I 7y (0) de sommet I’origine
dans le systéme de coordonnées y* :¢: I,F (0) — Rg’,“ par

o
o . X

x> yY = —
MapX*xH
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Le voisinage futur de 1’hyperboloide Sp dans le systeme de coordonnees x* est tranformé en un voisinage futur de
I’hyperplan ¢ (Sp) = {yO =Tp}, avec Ty = —2]70 < 0, a 'intérieur du cone passé Iy_,n (0). On pose :

-3 0 — 13 0 i i, A
p=1yl, 1=y, x=—3—-y">0, y =po(v?)
et on travaille désormais dans le systéme de coordonnées (7, x, v4). L'ensemble {x = 0} represente le cone lumiere
passé dans le nouveau systeme de coordonnées et donc les points a I’infini dans le syst¢eme de coordonnées initiales.
Notre préoccupation sera donc de construire une solution de I’équation transformée de (1) dans un voisinage de

I’hypersurface NV := {x = 0} de la forme V =]Ty, O[ x ]0, xo[ x O, ot O est une sous variété compacte sans bord de
dimension n — 1.

2.1. Equations transformées
Si on pose

~ n—1 1
f=07E feg™h et W= mmmiVidetglg™),

alors dans le systeme de coordonnées (y*), I’équation (1) devient :

Ogu = F(u, ou), 4)

A

avecu = f,
n—5 -~
g = + 27T B 226550 + 4y yP +42(8% 3P + 8] vuv%) ),
ou _n3 el n=1 Ou =S
]:<M’W):Q 2 F(.Q T u, 22 W)—(n—l)ﬂ T H “{(n—l—l)yuy)»—i—ﬂmu}u
ou

+{r% = g?ﬁw{«n + Dyuyay® + (4 DR2{8%y, + 85y} + 2m,L9y“}}ay—a.

3. Energie sur un espace-temps courbe et théoreme d’existence

Dans I’espace V muni d’une métrique de Lorentz g nous considérons I’équation des ondes (4) et nous supposons
que les composantes de la métrique g dans le systeme de coordonnées (7, x, v) possedent les propriétes suivantes :

(1) Jeg > 0, tel que —g*" > ¢ partout sur V.

(ii) Les composantes g’* et g™* peuvent étre écrites de la facon suivante : g7 = —1 + xh%(z, x, v4) et 77 + g™ =
xbl(z, x, v4) ot les fonctions h et h! sont bornées sur des ensembles bornés. Quant aux composantes g*4 et g**
on suppose que : g*4 = O(x) et g'* +2g™ 4+ g** = 14+ O(x) et on pose g*4 = xh4 et g7% +2¢7* + g** = 1 +xb,
ot b et b2 sont des fonctions bornées sur des ensembles bornés.

3.1. Feuilletage et espaces fonctionnels
Nous décrivons dans cette section les tranches d’espaces sur lequels nous obtiendrons nos estimations :

— On considere une famille d’hypersurfaces de genre espace Sy, A € [0, 1] telle que limy .o Sy = A de la forme
S, ={(r,x,v4): x = 0,(1)}, ol 0y, est de classe C' et est telle que : op(x) =01ie. So=N.

— Par S nous désignons une hypersurface de genre espace transverse a ’hyperplan {t = Tp} définie par S =
{(r, x,v4): x =0 (1)} ol & est une fonction lisse de 7 telle que 0 < o (0) < o (r) < o (Tp) = xo.

- Hy ={(r,x, vt =1,00(1) <x <o (M}, 21 =Up<rcr Har

- H ={(t,x,v");1=1,0<x <o ()}, 2r =Up<icr Hr

Pour V=H; ou V=H, ;,« € Retk €N, on définit les espaces de fonctions suivants :
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- C&ZO}’O(V) est ’ensemble des fonctions f lisses pour lesquelles la quantité

Iflleg _y, ovy = sup |x™*f(x, v4)| est finie.
’ (x,vA)eV
- Cf}:m (V) est 'ensemble des fonctions lisses f pour lesquelles la quantité
1flles_y vy = sup 1xde) 8 flice_, vy est finie.
' JHlyI<k '

— HZ (V) est I’ensemble des fonctions f localement intégrables sur V' pour lesquelles la quantité

. —a+j i 0¥ £y2 dx :
I f iz vy = Zj+|y|<k Sy 7T (x8,)7 8y f)* S* dv est finie.
Dans cette derniere expression, dv est une mesure sur O provenant d’une metrique riemanienne sur O.

3.2. Energie

Pour 8 € N, k € N, on considere le tenseur d’impulsion énergie a poids d’ordre k associé a I’équation d’onde (4) :
)] Sw—142 1

TW = x =207 1213y DPy v, Dy — Eguﬂvapﬁuvapﬁu :

qu’on contracte avec le vecteur ¥ = Y*9, = d; — 0, pour obtenir la densité d’énergie que nous notons

, B ®
Y =T, —T,".

On considere alors 1’énergie suivante :

k k
(B) _ (B) _
E,?[u(l’)] = E —T7Vdxd" lv,,x et E,‘f’)x[u(t)] = E —T7Vdxd" lv,,x.
1BI=01y, B1=0, .

En utilisant le théoreme de Stokes, les inégalités de type Moser a poids, les théorémes de plongement de Sobolev
a poids et les lemmes de substitution établis dans [3], nous établissons I’inégalité d’énergie suivante pourn > 7 :

T

E;‘ix[u(f)] + llull oo+ < EF 5 [u(To)] + C/ CD(E;?,A[M(S)], llull Lo m,)) ds, &)
To

ou @ est une fonction continue et bornée lorsque ses variables sont bornées.
3.3. Théoreme d’existence et propriétés de croissance des solutions

L’inégalité (5) permet de démontrer le théoréeme suivant :
Théoreme 3.1. On considere I’équation aux dérivées partielles (1) avec (3) sur un espace-temps de dimension
1 +n > 8. On suppose que les données initiales prescrites sur I’hyperboloide Sy sont telles que f|g(s,) € (Ha, N
L®)(Hrp,) et 8f|¢(30) € HS (Hry,). Alors il existe un temps t, > Ty et une solution f définie sur §2., telle que :
VT €[To, 7], f(7) € C,(He).
4. Solutions polyhomogenes

4.1. Espaces de fonctions polyhomogenes

Soit § un réel strictement positif. Pour la définition des espaces de fonctions polyhomogenes A(x—o;, A({Sx:o}’

Ajpgxgyy et A?nggy} nous renvoyons le lecteur a [2], Egs. (A.1)—-(A.2), pp. 117-118.
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4.2. Solution polyhomogene d’une classe de systeme de premier ordre

Introduisons les nouvelles variables (y, X, v#) suivantes : 7 = % + Tp et x = X, ce qui implique que 0y = %8,
et 0y = 0y — %Br. Notons que dans ce systeme de coordonnées, 1’hyperboloide Sy est representée par 1’ensemble
{y = x}. Puisque nous nous interessons au comportement de la solution dans un voisinage de ’ensemble {x = 0},
de facon similaire a [2] nous nous restreignons au sous-ensemble ¢/ de £2, défini comme U = {(y, x, vA): 0<% <
yv,ve0,0<y <2t —Tp)}.

Définition 4.1. Nous dirons qu’une fonction G satisfait la condition NL s’il existe N, p;, gi, m; € N et des fonctions
H; ayant chacune un zero uniforme d’ordre m; par rapport a la variable

w = (Y1, x92, X, x20.h, x28yh, x0ah)
avec Y1 = f, Yo =0, f, ¢ =(0:f.0af) et h = (Y1, Y2, 9), tels que
N
G= Zx*”"‘sHi(z,xq"‘gw),
i=1

aveci=1,...,Netm; >

1
Pi—3
qi

Le théoréme suivant est une généralisation du Théoreme 3.7 de [2], et sa démonstration reprend étape par étape
celle de cette reférence :

Théoreme 4.2. Soit I’ensemble U défini ci-dessus, supposons que p € Z, q,1/8 € N*, k € NU {00}, et soit =
(Y1, ¥2), @ avec Y| € {f)gcgy},oo N C{T)nggy},o’ Yo, 0 € C{B;Lgy},oo’ une solution sur U du syteme d’équations
suivant :
{ dy¢ + Bppp + Boy ¥ = Lopg + Loy ¥ +a + Gy,
OV + Byy@+ Byy ¥ =Lyop+ Lyy¥y +b+ Gy,

. w 5 48 w W w 8 .
;‘jax satisfont Ly € x A{nggy}, wa, Lw/, Lv”// € A{nggy}, tandis

(6)
ou les opérateurs L;j = L;‘jaA +fo’j.ay +xL
e} 8 48 s Z148 48

que Byy € Coo($2) +x° Algc 1 Boy, Byy, Byy € Ajg )y, a.bEx + A<r <oy

@lx=y = pe x71+5~/4?x=0}, Vlx=y = IZ € x71+8~A({3x=()}- (7
Si les termes non linéaires Gy, Gy satisfont la condition NL, alors

B s—1 48
W, 9) € Ajpcrsyy XX Afpgayy-

Plus précisément, r € xSA‘{sogxgy} + A‘{sy:O}, (NS x‘s_lA‘?X:O} + x‘s_ly.A‘{sogxgy}. En particulier, pour tout T > 0
ona

W, )lyze) € Afmgy x ¥° 7 AL L)

ce qui prouve que la solution est polyhomogene par rapport a {x = 0} sur {y > t}.
4.3. Théoreme d’existence de solutions polyhomogenes

La coordonnée x par rapport a laquelle I’expansion polyhomogene sera considérée est x = onr=x"etr=

IX| = /2", (x")2. Nous pouvons enfin établir le théoréme suivant :

1
t+r

Théoreme 4.3. Considérons les équations d’Einstein—Maxwell sur R"*L 1 > 8, écrites sous la forme (1) avec f
comme dans (3). On suppose que les données initiales pour (1)—(3), prescrites sur I’hyperboloide Sy, sont polyho-

—1 —1
mogenes : fls, € anA?xzo} NL>® et fls, € anA‘{SXZO}. 1l existe un temps t4 > to et une solution définie sur
Ute{to,t+] S; telle que Nt > 1y, on a :

n—1 n—l__
fO=fls,ex T AL et df()=0dfls ex T A
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Preuve. Il est clair que dans le systéme de coordonnées (y, X, v4), I’équation transformée (4) peut se mettre sous la
forme (6). De plus, I’inclusion .A‘?X:O} (d(So)) C Hgo (¢ (S5p)), pour tout 8 < 0 montre que nous pouvons appliquer le
Théoréme 4.2 au systtme obtenu. 0O
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