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Résumé

On démontre la polyhomogeneité de solutions d’une classe de problèmes de Cauchy hyperboloidal pour des systèmes d’équa-
tions aux dérivées partielles symétriques hyperboliques non linéaires, compatibles avec les équations d’Einstein–Maxwell en
dimension d’espace-temps supérieure ou égale à 9. Il en découle l’existence globale de solutions polyhomogènes pour des données
initiales petites, stationnaires en dehors d’un compact. Pour citer cet article : P.T. Chruściel, R. Tagne Wafo, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Polyhomogeneous solutions of quasi-linear wave equations. We prove polyhomogeneity of solutions of the hyperboloidal
Cauchy problem for a class of quasi-linear symmetric hyperbolic systems, under structure conditions compatible with the Einstein–
Maxwell equations in space-time dimensions n + 1 � 9. As a byproduct we obtain, in those dimensions, polyhomogeneity at
null infinity of small data space-times evolving out of initial data which are stationary outside of a ball. To cite this article:
P.T. Chruściel, R. Tagne Wafo, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In recent works [2,3], polyhomogeneity of solutions of hyperboloidal Cauchy problems, with polyhomogeneous
initial data, has been proved for a large class of semi-linear symmetric hyperbolic systems. The object of this Note is
to present an extension of those results to quasi-linear equations satisfying structure conditions compatible with the
vacuum Einstein equations, or with the Einstein–Maxwell equations, in space-time dimensions n + 1 � 9. For this
purpose, we consider a system of second order wave equations of the form (1) for a map f with values in R

N for some
N , where η is the (n + 1)-dimensional Minkowski metric. The initial data will be polyhomogeneous and prescribed
on the hyperboloid S0 (see (2)). For example, the Einstein–Maxwell equations in the harmonic-Lorenz gauge can be
written in this form (see [1,4,5]). We prove that Eq. (1) has a unique solution defined on a future neighbourhood of the
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whole hyperboloid S0 when the initial data are polyhomogeneous, without smallness conditions, as long as the space-
dimension n � 8. To do this, we use the conformal mapping φ : I+

η,x(0) → I−
η,y(0) defined by xα �→ yα := xα

ηλμxλxμ ,

which transforms Eq. (1) into the wave equation (4) where u = f̂ = Ω− n−1
2 f ◦ φ−1 and g = Ω2(φ−1)∗g, g = η + H .

Using an energy argument, we prove the following: Consider the wave equations (1) with (3) on a space-time of
dimension 1 + n � 9. Suppose that the initial data prescribed on the hyperboloid S0 are such that

f̂ |φ(S0) ∈ (
Hα∞ ∩ L∞)

(HT0) and ∂f̂ |φ(S0) ∈ Hα∞(HT0).

Then there exists a time τ∗ and a smooth solution f̂ defined on Ωτ∗ such that, ∀τ ∈ [T0, τ∗], f̂ (τ ) ∈ Cα∞(Hτ ).
Finally, using this result, we can prove polyhomogeneity of solutions of (1). Let δ > 0. Set x = 1

t+r
, r = |−→x |. For

the definition of spaces of polyhomogeneous functions A{x=0}, Aδ{x=0}, A{0�x�y}, and Aδ
{0�x�y} we refer the reader

to [2], Eqs. (A.1)–(A.2), pp. 117–118. The main result of this Note is the following:
Consider the Einstein–Maxwell equations on R

1+n, n � 8. Let δ ∈ R be such that 1/(2δ) ∈ N when n is even and
1/δ ∈ N when n is odd. Suppose that the initial data for Eqs. (1)–(3) are polyhomogeneous on the hyperboloid S0:

f |S0 ∈ x
n−1

2 Aδ{x=0} ∩ L∞ and ∂tf |S0 ∈ x
n−1

2 Aδ{x=0}.

There exists a time t+ > t0 and a solution of (1)–(3) defined on
⋃

t∈[t0,t+] St such that ∀t > t0, we have:

f (t) = f |St
∈ x

n−1
2 Aδ{x=0} and ∂tf (t) = ∂tf |St

∈ x
n−1

2 −1 Aδ{x=0}.

Moreover, the solution is polyhomogeneous at I , in the above polyhomogeneity class, as long as it exists; in particular
the small data solutions of [5] evolving out from data stationary outside of a compact set are polyhomogeneous.

1. Introduction

Dans les travaux [2,3] on démontre la polyhomogeneité de solutions de problème de Cauchy hyperboloidal à don-
nées polyhomogènes pour une large classe de systèmes symétriques hyperboliques semi-linéaires. Le but du présent
travail est d’étendre ces résultats aux équations quasi-linéaires dont la structure est compatible avec celle des équa-
tions d’Einstein du vide ou des équations couplées Einstein–Maxwell. Pour ce faire, nous considérons sur R

n+1 une
équation d’onde du second degré de la forme

ηαβ ∂2f

∂xα∂xβ
+ Hαβ(f, ∂f )

∂2f

∂xα∂xβ
= F(f, ∂f ), (1)

où f est une application à valeurs dans R
N , et η la métrique de Minkowski en dimension n + 1. Les données initiales

polyhomogènes seront portées par l’hyperboloide (t0 > 0) :

S0 = {(
xμ

)
: x0 − t0 =

√
t2
0 + |
x|2}, (2)

située à l’intérieur du cône lumière de sommet l’origine des coordonnées. Nous montrons que le système (1) possède
une solution polyhomogène sur tout un voisinage de l’hyperboloide S0. Notons que les équations couplées Einstein–
Maxwell en jauge harmonique et en jauge de Lorenz se mettent sous la forme (1) avec (voir [1,4,5])

f := (gμν − ημν,Aμ), (3)

et donc Hμν := gμν − ημν = ημαηνβ(gαβ − ηαβ) + termes quadratiques.

2. Transformation conforme utilisée

Nous utilisons l’application conforme suivante φ :x �→ y qui envoie l’intérieur du cône lumière futur I+
η,x(0) de

sommet l’origine dans le système de coordonnées xα , sur l’intérieur du cône lumière passé I−
η,y(0) de sommet l’origine

dans le système de coordonnées yμ :φ : I+
η,x(0) → R

n+1
y par

xα �→ yα := xα

η xλxμ
.

λμ
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Le voisinage futur de l’hyperboloide S0 dans le système de coordonnèes xα est tranformé en un voisinage futur de
l’hyperplan φ(S0) = {y0 = T0}, avec T0 = − 1

2t0
< 0, à l’intérieur du cône passé I−

y,η(0). On pose :

ρ ≡ |
y|, τ := y0, x := −|
y| − y0 � 0, yi = ρωi
(
vA

)
et on travaille désormais dans le système de coordonnées (τ, x, vA). L’ensemble {x = 0} represente le cône lumière
passé dans le nouveau système de coordonnées et donc les points à l’infini dans le système de coordonnées initiales.
Notre préoccupation sera donc de construire une solution de l’équation transformée de (1) dans un voisinage de
l’hypersurface N := {x = 0} de la forme V =]T0,0[× ]0, x0[×O, où O est une sous variété compacte sans bord de
dimension n − 1.

2.1. Équations transformées

Si on pose

f̂ = Ω− n−1
2 f ◦ φ−1 et λμ = 1√|detg|∂ν

{√|detg|gμν
}
,

alors dans le système de coordonnées (yμ), l’équation (1) devient :

�gu = F (u, ∂u), (4)

avec u = f̂ ,

gαβ = ηαβ + Ω
n−5

2 Ĥ λμ
{
Ω2δα

μδ
β
λ + 4yμyλy

αyβ + 4Ω
(
δα
μyλy

β + δ
β
λ yμyα

)}
,

F
(

u,
∂u

∂yν

)
= Ω− n+3

2 F̃

(
Ω

n−1
2 u,Ω

n−1
2

∂u

∂yν

)
− (n − 1)Ω

n−5
2 Ĥ λμ

{
(n + 1)yμyλ + Ωηλμ

}
u

+ {
λα − Ω

n−5
2 Ĥ λμ

{
4(n + 1)yμyλy

α + (n + 1)Ω
{
δα
μyλ + δα

λ yμ

} + 2ηλμΩyα
}} ∂u

∂yα
.

3. Énergie sur un espace-temps courbe et théorème d’existence

Dans l’espace V muni d’une métrique de Lorentz g nous considérons l’équation des ondes (4) et nous supposons
que les composantes de la métrique g dans le système de coordonnées (τ, x, v) possèdent les propriétès suivantes :

(i) ∃ε0 > 0, tel que −gττ � ε0 partout sur V .
(ii) Les composantes gττ et gτx peuvent être écrites de la façon suivante : gττ = −1 + xh0(τ, x, vA) et gττ + gτx =

xh1(τ, x, vA) où les fonctions h0 et h1 sont bornées sur des ensembles bornés. Quant aux composantes gxA et gxx

on suppose que : gxA = O(x) et gττ +2gτx +gxx = 1+O(x) et on pose gxA = xhA et gττ +2gτx +gxx = 1+xh,
où h et hA sont des fonctions bornées sur des ensembles bornés.

3.1. Feuilletage et espaces fonctionnels

Nous décrivons dans cette section les tranches d’espaces sur lequels nous obtiendrons nos estimations :

– On considère une famille d’hypersurfaces de genre espace Sλ, λ ∈ [0,1] telle que limλ→0 Sλ = N de la forme
Sλ = {(τ, x, vA): x = σλ(τ)}, où σλ est de classe C1 et est telle que : σ0(x) ≡ 0 i.e. S0 = N .

– Par S nous désignons une hypersurface de genre espace transverse à l’hyperplan {τ = T0} définie par S =
{(τ, x, vA): x = σ(τ)} où σ est une fonction lisse de τ telle que 0 < σ(0) � σ(τ) � σ(T0) = x0.

– Hλ,t = {(τ, x, vA); τ = t, σλ(τ ) � x � σ(τ)}, Ωλ,T = ⋃
T0�t�T Hλ,t .

– Ht = {(τ, x, vA); τ = t,0 � x � σ(τ)}, ΩT = ⋃
T0�t�T Ht .

Pour V = Ht ou V = Hλ,t , α ∈ R et k ∈ N, on définit les espaces de fonctions suivants :
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– Cα
{x=0},0(V ) est l’ensemble des fonctions f lisses pour lesquelles la quantité

‖f ‖Cα{x=0},0(V ) := sup
(x,vA)∈V

|x−αf (x, vA)| est finie.

– Cα
{x=0},k(V ) est l’ensemble des fonctions lisses f pour lesquelles la quantité

‖f ‖Cα{x=0},k(V ) := sup
j+|γ |�k

‖(x∂x)
j ∂

γ
v f ‖Cα{x=0},0(V ) est finie.

– Hα
k (V ) est l’ensemble des fonctions f localement intégrables sur V pour lesquelles la quantité

‖f ‖Hα
k (V ) := ∑

j+|γ |�k

∫
V
(x−α+j (x∂x)

j ∂
γ
v f )2 dx

x
dν est finie.

Dans cette dernière expression, dν est une mesure sur O provenant d’une metrique riemanienne sur O.

3.2. Énergie

Pour β ∈ N
n, k ∈ N, on considère le tenseur d’impulsion énergie à poids d’ordre k associé à l’équation d’onde (4) :

(β)

Tν
μ = x−2α−1+2β1

{
∇μDβu∇ν Dβu − 1

2
δν

μ∇α Dβu∇α Dβu

}
,

qu’on contracte avec le vecteur Y = Yμ∂μ = ∂τ − ∂x pour obtenir la densité d’énergie que nous notons

T Y :=
(β)

Tτ
τ −

(β)

Tx
τ .

On considère alors l’énergie suivante :

Eα
k

[
u(τ)

] =
k∑

|β|=0

∫
Ht

− (β)

T
Y dx dn−1νt,x et Eα

k,λ

[
u(t)

] =
k∑

|β|=0

∫
Hλ,τ

− (β)

T
Y dx dn−1νt,x .

En utilisant le théorème de Stokes, les inégalités de type Moser à poids, les théorèmes de plongement de Sobolev
à poids et les lemmes de substitution établis dans [3], nous établissons l’inégalité d’énergie suivante pour n � 7 :

Eα
k,λ

[
u(τ)

] + ‖u‖L∞(Hτ )+ � Eα
k,λ

[
u(T0)

] + C

τ∫
T0

Φ
(
Eα

k,λ

[
u(s)

]
,‖u‖L∞(Hs )

)
ds, (5)

où Φ est une fonction continue et bornée lorsque ses variables sont bornées.

3.3. Théorème d’existence et propriétés de croissance des solutions

L’inégalité (5) permet de démontrer le théorème suivant :

Théorème 3.1. On considère l’équation aux dérivées partielles (1) avec (3) sur un espace-temps de dimension
1 + n � 8. On suppose que les données initiales prescrites sur l’hyperboloide S0 sont telles que f̂ |φ(S0) ∈ (Hα∞ ∩
L∞)(HT0) et ∂f̂ |φ(S0) ∈ Hα∞(HT0). Alors il existe un temps τ∗ > T0 et une solution f̂ définie sur Ωτ∗ telle que :
∀τ ∈ [T0, τ∗], f̂ (τ ) ∈ Cα∞(Hτ ).

4. Solutions polyhomogènes

4.1. Espaces de fonctions polyhomogènes

Soit δ un réel strictement positif. Pour la définition des espaces de fonctions polyhomogènes A{x=0}, Aδ{x=0},
A{0�x�y} et Aδ nous renvoyons le lecteur à [2], Eqs. (A.1)–(A.2), pp. 117–118.
{0�x�y}
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4.2. Solution polyhomogène d’une classe de système de premier ordre

Introduisons les nouvelles variables (y, x̃, vA) suivantes : τ = y−x̃
2 + T0 et x = x̃, ce qui implique que ∂y = 1

2∂τ

et ∂x̃ = ∂x − 1
2∂τ . Notons que dans ce système de coordonnées, l’hyperboloide S0 est representée par l’ensemble

{y = x̃}. Puisque nous nous interessons au comportement de la solution dans un voisinage de l’ensemble {x = 0},
de façon similaire à [2] nous nous restreignons au sous-ensemble U de Ωτ∗ défini comme U = {(y, x̃, vA): 0 < x̃ <

y,v ∈ O,0 < y < 2(τ∗ − T0)}.
Définition 4.1. Nous dirons qu’une fonction G satisfait la condition NL s’il existe N , pi , qi , mi ∈ N et des fonctions
Hi ayant chacune un zero uniforme d’ordre mi par rapport à la variable

w := (
ψ1, xψ2, xϕ, x2∂xh, x2∂yh, x∂Ah

)
avec ψ1 = f̂ , ψ2 = ∂yf̂ , ϕ = (∂xf̂ , ∂Af̂ ) et h = (ψ1,ψ2, ϕ), tels que

G =
N∑

i=1

x−piδHi

(
z, xqiδw

)
,

avec i = 1, . . . ,N et mi >
pi− 1

δ

qi
.

Le théorème suivant est une généralisation du Théorème 3.7 de [2], et sa démonstration reprend étape par étape
celle de cette reférence :

Théorème 4.2. Soit l’ensemble U défini ci-dessus, supposons que p ∈ Z, q,1/δ ∈ N
∗, k ∈ N ∪ {∞}, et soit ψ =

(ψ1,ψ2), ϕ avec ψ1 ∈ C<−1
{0�x�y},∞ ∩ C<0

{0�x�y},0, ψ2, ϕ ∈ C<−1
{0�x�y},∞, une solution sur U du sytème d’équations

suivant :{
∂yϕ + Bϕϕϕ + Bϕψψ = Lϕϕϕ + Lϕψψ + a + Gϕ,

∂xψ + Bψϕϕ + Bψψψ = Lψϕϕ + Lψψψ + b + Gψ,
(6)

où les opérateurs Lij = LA
ij ∂A + xL

y
ij ∂y + xLx

ij ∂x satisfont L
μ
ϕϕ ∈ xδ Aδ

{0�x�y}, L
μ
ψϕ , L

μ
ϕψ , L

μ
ψψ ∈ Aδ

{0�x�y}, tandis

que Bϕϕ ∈ C∞(Ω) + xδ Aδ
{0�x�y}, Bϕψ , Bψψ , Bψϕ ∈ Aδ

{0�x�y}, a, b ∈ x−1+δ Aδ
{0�x�y},

ϕ|x=y = ϕ̊ ∈ x−1+δ Aδ{x=0}, ψ |x=y = ψ̊ ∈ x−1+δ Aδ{x=0}. (7)

Si les termes non linéaires Gϕ , Gψ satisfont la condition NL, alors

(ψ,ϕ) ∈ Aδ
{0�x�y} × xδ−1 Aδ

{0�x�y}.

Plus précisément, ψ ∈ xδ Aδ
{0�x�y} + Aδ{y=0}, ϕ ∈ xδ−1 Aδ{x=0} + xδ−1yAδ

{0�x�y}. En particulier, pour tout τ > 0
on a

(ψ,ϕ)|{y�τ } ∈ Aδ{x=0} × xδ−1 Aδ{x=0},
ce qui prouve que la solution est polyhomogène par rapport à {x = 0} sur {y � τ }.
4.3. Théorème d’existence de solutions polyhomogènes

La coordonnée x par rapport à laquelle l’expansion polyhomogène sera considérée est x = 1
t+r

où t = x0 et r =
|
x| =

√∑n
i=1(x

i)2. Nous pouvons enfin établir le théorème suivant :

Théorème 4.3. Considérons les équations d’Einstein–Maxwell sur R
n+1, n � 8, écrites sous la forme (1) avec f

comme dans (3). On suppose que les données initiales pour (1)–(3), prescrites sur l’hyperboloide S0, sont polyho-

mogènes : f |S0 ∈ x
n−1

2 Aδ{x=0} ∩ L∞ et ∂tf |S0 ∈ x
n−1

2 Aδ{x=0}. Il existe un temps t+ > t0 et une solution définie sur⋃
t∈[t0,t+] St telle que ∀t > t0, on a :

f (t) = f |St
∈ x

n−1
2 Aδ{x=0} et ∂tf (t) = ∂tf |St

∈ x
n−1

2 −1 Aδ{x=0}.
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Preuve. Il est clair que dans le système de coordonnées (y, x̃, vA), l’équation transformée (4) peut se mettre sous la
forme (6). De plus, l’inclusion Aδ{x=0}(φ(S0)) ⊂ Hθ∞(φ(S0)), pour tout θ < 0 montre que nous pouvons appliquer le
Théorème 4.2 au système obtenu. �
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