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Résumé

On considere la limite a grand nombre de particules d’un systeme hamiltonien de type « Toda périodique » pour une famille de
conditions initiales proches de la solution d’équilibre. On montre que, dans la formulation de paire de Lax, les deux bords des
spectres des matrices de Jacobi des conditions initiales sont déterminés, a une erreur pres, par ceux de deux opérateurs de Hill,
associés a la famille de conditions initiales considérées. On en déduit que les spectres des matrices de Jacobi, lors de 1’évolution
limite donnée par KdV, restent constants a une erreur pres que nous estimons. Enfin on montre que les actions du systeme Toda,
convenablement renormalisées, tendent vers celles des deux équations de KdV. Pour citer cet article : D. Bambusi et al., C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

From Toda to KdV. We consider the large number of particles limit of a periodic Toda lattice for a family of initial data close
to the equilibrium state. We show that each of the two edges of the spectra of the corresponding Jacobi matrices is up to an error,
determined by the spectra of two Hill operators, associated to this family. We then show that the spectra of the Jacobi matrices
remain almost constant when the matrices evolve along the two limiting KdV equations. Finally we prove that the Toda actions,
when appropriately renormalized, converge to the ones of KdV. 7o cite this article: D. Bambusi et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let us consider a system of N particles on the circle T = R/Z, interacting through the Toda Hamiltonian. In the
Lax pair formalism such a system is described by L = [B, L]. After doubling their size, the matrices L and B take the
form
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by a O an 0 ap 0 —asN
al b2 ay 0 —dai 0 ar 0

L= 0 a, bz 0 and B = 0 —a; O 0 R
e e e a2N—1 e e e e a2N_1
an -+ - an-1 ban aN o+ ot —aaN-—] 0

where a;, b; € R satisfy aiyN = ai, bitn = b, We consider a family of initial data close to the equilibrium solution,
given by al.N =1+ ﬁa(’ﬁ), blN = #ﬁ(’ﬁ), i=1,...,2N, where «, 8 € C*(T) have vanishing averages. For N

large, the spectrum of the Jacobi matrix Ly = L‘;\,’ﬁ is close to the one of the equilibrium state « = 8 = 0. The latter
is given by:

lm
o= -2, )»21_1=)»21=—2008N, I=1,....,N—1, XJn_1=2.

In this paper we show that, in the limit N — oo, the edges of the spectrum of Ly near +2 consist of eigenvalues of
the form +2 F ﬁ)\f + O(N—3+%), with § > 0 arbitrarily small, where A,f are the eigenvalues of two Hill operators
Hy = —d‘l—zz —20(2x) F B(2x), whereas the bulk of the spectrum is unchanged modulo N ~2-%_ More precisely, with
My :=[N'/%], we have for any 6 > 0,

1
N __ — —346 .
,\j_—2+m)\j+o(zv ), j=0,....,2My,

l
A5_1=AZ=—2COS§+O(N*Z*%), I=My+1,...,N—1— My,

1
N + —344 .
)L2N—1—j=2_4—NZ)Lj +0(N +), j=0,...,2My.

This implies that the edges (resp. the bulk) of the spectrum of the Jacobi matrix L‘;‘\,”’S ', built up from the two functions

o, B obtained by letting —2a(2x) F B(2x) evolve through the KdV equation, is N —3+3_close (resp. N ’2’%—close)
to the edges (resp. the bulk) of the Jacobi matrix at t = 0.
Finally we consider the Toda actions I}V for N large and their relations to the KdV actions I associated to the

Hill operators Hy = — d‘i—zz —2a(2x) F B(2x). They are given by the formulae

Ay N pE N
1 AN (x 2 AT (A
N =— / arcosh((—l)N”%> di and 1f=Z / arcosh((—l)" 2( )>dk (1)
d N i +
)"2n—l Aanl

where AN (1) is the discriminant of Ly and A% (}) the one of the Hill operator H1. We show that, for any n > 1,
8NIN — I and 8NZIY  —If asN — oo.

In a similar way one gets asymptotics of the Toda frequencies for N large [1].
1. Introduction et résultats

Le systeme de Toda périodique a N degrés de liberté est un systéme hamiltonien ou N particules se meuvent sur
le cercle réel en interagissant avec un potentiel « plus proche voisin» du type e? ~%+! introduit dans [7]. Il est bien
connu, [4], que, par un changement (non symplectique) de coordonnées, ce systeme peut se mettre sous la forme de

«Lax» L =[B, L], ou, apres doublement de la dimension,

by a 0 .- an 0 a O —an
aj b2 a) 0 —daj 0 ap 0

L= 0 a by - 0 , B=| 0 —-a 0 0 , )
... ... ... aZN—l o .. ... ... ... a2N-1

any - - an-1  ban anN o —aaN-| 0
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et a;, b; € R satisfont al+N =aj, bi+n = b;. Nous allons considérer des coefficients obtenus par discrétisation de
fonctions lisses : @; =1 + ¢ a( )etbh; = 62,3( ), , B € C°°(T) avec |e¢| < 1, une situation proche de la solution
d’équilibre a; =1, 5, =0, i = 1 ,2N. De telles limites ont été étudiées par plusieurs auteurs (voir e.g. [7]) dans
des cas spéciaux ; la nouveauté pour le cas général traité ici est que, pour étudier cette limite, on a besoin de deux
opérateurs de Hill — voir aussi [2] et [8] ou se manisfeste ce phénomene dans 1’étude de la dynamique limite.

. N s 2 Lo 1 2 s 4 .
Rappelons que, si I’on considere I’opérateur de Schrédinger H = —d(i—z + u sur le cercle, alors I’équation de
Korteweg—de Vries

du — 6udu+02u=0 3)
possede la forme de Lax :
=[B,H] ot B=—43>+6ud, +3u,. (4)
Définissons Ly = L‘;V’ﬁ, donnée par (2) avec a; = 1 + eza(ﬁ), b; = 62,3(%) ete = LN Il est bien connu que les
valeurs propres AZN ,0<i <2N —1de Ly sont toutes réelles et vérifient

N 4N N
Ay <A <MY < <Ay s <Ay <Ay ®)

En particulier, pour & = 8 = 0 (solution d’équilibre), le spectre de L?\}O est donné par :

l
lM=-2, ly_i1=Ay=—2co0s %, I=1,...,N—1, Jlpn_1=2. (6)
Le cceur de nos résultats est le Théoréme suivant :
Théoreme 1.1. Soient Ly la matrice L%, a, B eC¥T), [rax)dx = [ B(x)dx =0 et My := [NAIT]. Alors le

spectre de Ly est constitué de 2N nombres réels (AIN )i=0.....2N—1 qui satisfont, pour tout 6 > 0, uniformément par
rapporta j =0,...,2N — 1 et «, B8 dans tout ensemble borné de C*°(T),

1
N _ —3+6 P —
Aj_—2+4N2Aj+O(N ), Jj=0,....2My, (7)
In
WAl = —2cosﬁ +ON2%), [=My+1,...,N—1-My, ®)
1
N + —3+8 :
Man—1-j =2~ nah +O(NT™), j=0,....2My, )
on (Af)i:() ,,,,, oMy sont les 2My + 1 premieres valeurs propres des opérateurs de Hill :
d2
Hy = —— —20(2x) F B(2x). (10)
dx
Corollaire 1.2. Soient a; = —(u; +u)/4 et B; = (u; — u,")/2 obtenues en faisant évoluer les conditions initiales

ut(2x) = —2a(2x) — B(2x) et u~ (2x) = —2a(2x) + B(2x) par I’équation de KdV. Soit LN =Ly B gonnée par (2)

et soit (A i (L N)} j=0,...2N—1 son spectre (qui est conservé par la dynamique de Toda). Alors, umformement en temps,

W (Lyy) =AY (LY) = O(N~279). (11)

Le deuxieéme résultat concerne le comportement asymptotique a grand N des actions de Toda. Rappelons, [5], que,
pour 1 <n < N — 1, la nieme action d’une matrice de Jacobi Ly vérifie la formule

N
2n N
Irfvzl / arcosh((—l)N_”A—Q))d)», (12)
T 2

N
)LZn—l

ot AN (1) est le discriminant de L. On a une formule similaire pour les actions I,f des deux opérateurs de Hill Hy
définis par (10) ; voir (19) plus bas.
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Théoreme 1.3. Pour tout n > 1,
SN2IN - I~ e SNZI/VV_H — I} quand N — oo.

D’une facon analogue, on obtient le comportement asymptotique a grand N des fréquences du systeme de Toda [1].
2. Quelques éléments de preuve
2.1. Lax et Toplitz

L’idée principale de la preuve du Théoreme 1.1 consiste a considérer la matrice de Jacobi Ly comme la matrice
dans une base canonique d’un opérateur de Toplitz pour la quantification du tore T? = R?/Z? avec une constante de

Planck /i = ﬁ = 5. Cette identification a été proposée par Bloch et al. [3] pour étudier la limite a grand N du
systeme de Toda périodique. Nous allons, dans cet article, nous placer dans ce formalisme pour étudier le spectre de

L%
Pour cela on considere 1’espace de Hilbert de dimension 2N, Hoy, généré par les fonctions Theta définies par :
Oj(z=x+iy):= (4N)1/4e—nj2/2N Ze—n(2Nn2+2jn)62niz(j+2Nn)’ j=0,...,2N — 1. (13)
nez

.....

base orthonormée de H;y . La matrice L';\,”S est la matrice, dans la base {&2y_1, ..., @p}, d’un opérateur de Toplitz
Tﬁ’ﬁ de symbole 62,3(2x) +2(1 + €2 (2x)) cos 27 y+ O (€3) (voir [3]). 1l est donc élémentaire de constater que les
vecteurs I//k € Hon, k=0,...,2N — 1, définis par :

1 2N—-1 4
VO = g 2 T OiR) (14)
j=0

sont vecteurs propres de 1’opérateur TI(\),’O dans H,y, de valeurs propres correspondantes données par (6). On remarque
que y¥(2) = @N) V4 [ p(z.k/2N +is)e N ds, ol p(2.7) 1= 20, ;)0 ).

2.2. Quasimodes

Dans I’idée de [6] nous allons construire des quasimodes de Tﬁ’ﬁ comme superpositions pondérées d’états cohé-
rents p(z,k/2N + is) et nous verrons apparaitre 1’équation de KdV comme équation de transport. Définissons, pour

p € C®(T), w(x) = yez mre™kx,
1
Yk (o) = @n)~V / p(e, kJ2N +is)p(s)e= 2N ds, (15)
0

Le résultat suivant, conséquence du calcul symbolique «a la Toplitz» mais que I’on peut obtenir ici par un calcul
direct, est le coeur de la preuve :

Théoreme 2.1. Pour tout i1, 1’ € C(T) arbitraire,
’ _ —72n _ _ "2/
Wﬁf wﬁ’>zzﬂl“;7k+k’e 72 /2N ,~m(—k+K'2 /2N
leZ

. . 2 712
En particulier || wﬁ || = Z |,u1|2e TE/N ||u||iz(T) quand N — +00.
1eZ

De plus, si T;\j’ﬁ est I’opérateur dont la matrice sur la base {Oyn_1, ..., Oy} est L‘X/’ﬂ ete =1/2N,
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TPyl = vk +0(e) (16)

avec

wkx) = <—2C0$(27‘[k6 — i€ di> + 62(—2a(2x) cos<27tke — i€ di> + ,3(2x)>>,u(x). 17)
X X

On voit donc que 1//5 sera un quasimode de T ;’ﬂ a Pordre €3 si p est lui-méme un quasimode de 1’opérateur

—2cos 2mke —ie %) + 62(—2(1 (2x)cos 2mke —ie %) + B(2x)). Plusieurs comportements sont a envisager :

— Le milieudu spectre : [ =My +1,..., N —1— My.
On a, pour les valeurs propres distinctes de L?\}O, toutes de multiplicité deux,

|cosn(l + e — cosrrle| ~4r(2My + l)e2 >ellt s &2 quand € — 0,

et donc la théorie des perturbations (avec dégénérescence) s’applique. On montre facilement que la condition de

. . . 1
moyenne nulle de «, 8 donne une correction au premier ordre qui est d’ordre €27,
— Les bords duspectre : 0 <k <2My et2N — 1 —2My <k <2N — 1.

L’équation aux valeurs propres

<—2005(2nke - iei) e (—2a(2x) cos(ane — iei> + ,8(2x))),u(x) =Au(x)
dx dx

—2imkx —2im(k—N)x

devient, avec I’ansatz u(x) =e Vi (x) (resp. e Vi (x)) pour k proche de O (resp. 2N — 1),

2
62(_% —2a(2x) + ﬂ(zx)> ve=(2E£ 1) )v + O(€Y)
X

suivant le bord considéré. On reconnait 1a les deux opérateurs de Hill Hx.

Un argument de comptage montre qu’on obtient bien ainsi tout le spectre de L(;lv’ﬂ , les phénomenes de dégéné-
rescence étant responsables du terme supplémentaire en N° et la valeur de My = [N'/4] assurant I’'uniformité de
la transition entre les trois parties du spectre. Le Corollaire 1.2 se démontre grace a I’'uniformité des estimations se-
miclassiques par rapport aux normes sup des dérivées de symboles, et au fait que les normes sup restent bornées
uniformément en temps lors de 1’évolution par KdV [1].

2.3. Intégrabilité

La preuve du Théoréme 1.3 repose sur le fait que I’on puisse écrire les discriminants A (1) de la matrice de Jacobi
Ly et ceux, Ai(k), de Hy comme :

2N—1 +
AT
AV —4= [T (Y =2) et AT —4=4]] fnz , mp=a[G+1/2] (=1, m=L.
j=0 j=0 J

Soit [A1, Az] un intervalle compact de R avec A; < 0 < Aj. Le Théoréme 1.3 est alors une conséquence du

Théoreme 2.2. Uniformément pour A < A < Ay,

lim (~DYAN(=2+ ) =A" () et lim AN(2—€%) =AT0), (18)
N—o00 N—o00
et de la formule (12) pour les actions de Toda, ainsi que la formule suivante pour les variables actions If de Hy :
2 i A
F== / arcosh((—l)” 2( ))dk. (19)
T

+
)"21171
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