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Résumé

E.B. Davies et B. Simon ont montré (entre autres résultats) la chose suivante : soit 7, une matrice n x n telle que son spectre
o (T) soit inclus dans le disque D = {z € C: |z| < 1} et soit C =sup, >0 |IT7" | g— g (E étant C" muni d’une certaine norme | . |).
Alors |R(1, T) |- < C(3n/dist(1, <7(T)))3/2 ou R(A, T) désigne la résolvante de T prise au point A. Nous améliorons ici
cette derniere inégalité a travers le résultat suivant : sous les mémes conditions (portant sur la matrice 7'), pour tout A ¢ o (A) tel
que [A| =1, 0ona [|[RA, T)|| < C(57/3 + 2+/2)n3/%/ dist(r, o). Pour citer cet article : R. Zarouf, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Sharpening a result by E.B. Davies and B. Simon. E.B. Davies and B. Simon have shown (among other things) the following
result: if 7 is an n x n matrix such that its spectrum o (7) is included in the open unit disc D = {z € C: |z] < 1} and if C =
supg0 17Xl g £ where E stands for C" endowed with a certain norm | . |, then |[R(1, T)[| g g < C(3n/dist(1, 0/(T)))*/?
where R(A, T) stands for the resolvent of 7 at point A. Here, we improve this inequality showing that under the same hypotheses
(on the matrix T), |[R(A, T)|| < C(57/3 +2+/2)n3/2/ dist(r, o), for all A ¢ o (T) such that || > 1. To cite this article: R. Zarouf,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 347 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Pour C > 1 et n € N* on pose
K, (C) =sup|| R, T)| dist(x, o (T)),
ol la borne supérieure est prise sur I’ensemble des A € C tels que |A| > 1 et sur I’ensemble des opérateurs 7 : E — E
avec E = (C",|.|) et vérifiant Vk € N, || T¥|| g g < C.
Le but de cette Note est de démontrer le théoréme suivant :

Théoreme. (i) Pour tout n € N* et pour tout C > 1, ona

Kn(C) < C(57/3+2v2)n>.

Adresse e-mail : rzarouf @math.u-bordeaux1.{r.

1631-073X/$ — see front matter © 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2009.04.012



940 R. Zarouf/ C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1 347 (2009) 939-942

(i) De plus, pour tout C > 1 on a

limsupn~2 K, (C) < 5C7/3.

n—o0

Commentaires. (1) Ce théoréme est un résultat de nature « numérique » dans la mesure ou il s’agit d’une estimation
du type ||R(A, T)|| < K dist(x, o (T)), ou la question est d’évaluer la taille de la constante K = K,,(C) en fonction
des parametres dont elle dépend, a savoir n et C.

(2) Le résultat principal de E.B. Davies et B. Simon est le suivant, voir [1] : Soit K, la méme borne supérieure
que celle donnant K, (C) en restreignant la condition (C1) : [T:E — E avec E = (C",|.|) et vérifiant Vk € N,

||Tk||E_>E < C] par (Cy) : [T est une contraction d’un espace de Hilbert]. Alors le facteur n% “devient” n et K,, =
cotan(rr /4n).

(3) Dans ce dernier cas (ou T est une contraction d’un espace de Hilbert), la méthode appliquée ci-dessous pour
montrer le Théoreme faisant I’objet de cette note, donne K, < an ot a = (1 + max;cq (1) |A]). En particulier, pour
r =maxyeq(T) |A| <4/m — 1, cette majoration est plus précise que [1].

(4) En ce qui concerne I’exactitude du véritable ordre de croissance de la constante K,,(C), on sait pour I’instant
que K, (C)/n > K,/n>boub=(2++/3)/3, voir [1], p. 4.

(5) L’hypothése du théoréme entraine trivialement que ||[R(A, T)|| < C(JA| — 1)~', |A| > 1. Ce théoréme peut donc
étre vu comme un analogue unilatéral du “Lemme de Domar” bien connu (voir [2,6]) : si ¢ C ID et u une fonction
sous-harmonique dans C \ ¢ telle que pour tout A € C\ o, u(1) < C max{||x| — 1|71, dist(x, o)~'}, alors pour tout
reC\o,telque |A| > 1/2, u(r) <447C dist(A, o)~ L. Une version aussi générale pour des estimations unilatérales
(Al = }), n’est pas vraie (exemple : u(A) = ||R(A, Mp)||, ou My est I’opérateur modele sur Ky = H200H?, 6 =

z+

exp(z_—l), voir [4]), mais notre résultat montre qu’elle est correcte pour des résolvantes de matrices de taille n (avec

une constante dépendant de n).
Nous avons recours en premier lieu au lemme suivant, de type principe du maximum :

Lemme. Soient C > 1, A > 0 tels que pour tout opérateur T agissant sur (C",|.|) et de spectre o (T), la condition
suivante soit réalisée :

k
{Zu(pT’?OC'g ISC [, el que 1] = 1, dist(hn. o (1)) | ROw. T) | < A]L

alors,

K, (C) < A.

Preuve. Soit A tel que [A| > 1. A peut alors s’écrire > = pA, avec p > let|1,| =1.O0npose T, = %T. Dans ces condi-
tions, sup;> IIT*k|| <Ceto(Ty) = %G(T) C D. Par conséquent, on a dist(ry, o (7)) || R(As, Ty)|| < A, ce que ’ont

peut encore écrire p dist(ry, o (T))|| p‘lR (Ae, Ty) || < A. 11 suffit maintenant de remarquer que p dist(A,, o (Ty)) =
disth, 0 (T)) et p" 'R0, T.) =R, T). O

Preuve du Théoréme. Soient T une matrice de taille n vérifiant la condition (C1) et 0 = o (T) = {A1, A2, ..., Ay}
son spectre (les A j étant comptés avec leur multiplicité). On défini le produit de Blaschke B = []}_, by, , ol pour tout

i=1...n,b, = lki;_zz Tout d’abord,
1

|ro. D <c|
—Z

W/BW

(voir [3], Théoreme 3.24, p. 31), ou W est ’algebre de Wiener des séries de Taylor absolument convergentes, W =

{f =20 FRE: N fllw = 2 k>0 | f (k)| < oo} et

1 1
=inf D f(h) = ,j=1...ny.
HA_Z - {Ilfllw D=5 }
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On suppose dans un premier temps que |A| > 1. Soit Pg la projection orthogonale de I’espace de Hardy H? sur
Kp = H?©BH?. Lafonction f = PB(%kl/;) verifie bien f — A]Tz € BW,Vj =1...n. En particulier, on a

1
A —

1
<[,

Zllw/BW

Mais on sait que

n
Ppky 5 = Z(kl/;7ek)Hzek
k=1

ou la famille (ex);_, (appelée base de Malmquist relative a o, voir [5], p. 117) définie par,

| k—1
=(1—=1P)2 A, = (1=l <1‘[m) fe= (Sl fel2) [ [ bryr k=2,

j=1

ou fi(z) = ;== Du coup,

PBkl/X = Zek(l/)_»)ek.

k=1
Nous allons maintenant appliquer I'inégalité de Hardy || f|lw < 7| f |1 + |f(0)| (voir N. Nikolski [4], p. 370,
8.7.4(c)) a Pk, j; en profitant du fait remarquable que pour k =2...n
k—1 b/

1
e, = —ek + A ————e
k= Zb U

i=1 M
On trouve alors
(Poky ) =y 5. e — Zb/ Z(k ) Z(k )T —
) = 7, € —e + ,e er + , e
B/ 1/ IHZ(I—A 2 €1 ' A,k ~ 1/x° €k)H2Ck 1/x2 €k)H? k(l—kz)

Comme kl/;\ est le noyau reproduisant de H? associé au point 1/x € D, on trouve (e, kl/x)m =er(1/1), et donc

(Pykyj5) = er(1/7) T +Z Z ek(l/x)ek+2ek<1/k>xk vt
& k=i+1
Maintenant,
_ A
1 T — . X PN
er(1/ )( MZ) |€1( /A)|" 1—-=x12) Hz”el”H2 S |)L|dlst()\,a)

en utilisant a la fois l’inégalité de Cauchy—Schwarz et le fait que e; est de norme 1 dans HZ. Par la méme raison
(la famille (ex)_, est orthonormale dans H 2), on trouve

n - 1
E Acer(1/A) ————ey
k=2 (-

— IlekIIHz
Me2) | g kX; 7e2) |
(1— |xk|2)f 1 (n—1)
< — < A= .
g 1= A/ |1 = | ? dist(A, o)
Finalement,
1
71 3
A, B,

ex(1/Dex

by,

H!

n n 2
<> ( > |ek<1/i)|2> :
M og—it i=1 L2\ S



942 R. Zarouf/ C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. 1 347 (2009) 939-942

Comme en outre on a b} /b, = 1/(A; —2) + Xi/(1 = X;z), on en déduit que 1), /ba; 2 < 2/3/1 = hi |2, et que
n—

Z Z ex(1/M)ek 22 Xn:

i=1 "M k=it H! 1 (T =12 |2)2 k=i+1

2

(1= l?
(1 = Ax/2)?

Maintenant, sans perte de généralité on peut supposer que la suite (|A;[)7_, est croissante (quitte a réordonner la
séquence o). Dans ce cas,pourk >i+1>ional — |)»k|2 <1 — A |2 ce qui donne

n—1 n
1
S S awie] (2L
i=1 M k=it H! i21 \ioipal (I = 2e/2)
1
-1 n 2
AL S 4 1 3
22— 1 < =|AM|————(n2 —1),
dist(k,a)z Z 3! 'dlst(,\,a)(” )
i=1 \k=i+1
puisque Y7~ /7 < f!' /x dx. Finalement,
1 n—1) 4 n3—1

1 !
—P k _
[Grana)],

< _
dist(A,0) = dist(A,o) 3 dist(A, o)

1 LSRN n3
== |\—5Tn ST T o
dist(A, o) 3 3 3 dist(A, 0)

la derniére inégalité reposant sur le fait que pour tout x > 0, %x 2 —x+ %‘ > 0. Ceci donne

3
n2

5 n% 5 Py
-T———+2n
3 dist(A, o)

3 dist(A, o) ‘

1
_Pk _
H)L Bl/A

En particulier, (ii) est démontré. Pour résumer, on a pour n > 1,
3

2
IR TH| < C(Sn/3 + 7 dist(, 0))

Faisons maintenant tendre radialement A vers sa projection A, sur le tore T et remarquons qu’alors (puisque
dist(A,, 0) < 2),

n2
dist(h, o)

[N

| RGu. T < € (57/3+2v2) .

Il reste alors a appliquer le lemme avec A = (57 /3 + Zﬁ)n% pour achever la preuve de (i). O
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