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La Note de L. Dembélé décrit une extension galoisienne K /Q dont le degré n est grand (n = 2'9 . 3%2.5%.172.
2572 =2251731094732800), et qui a plusieurs propriétés intéressantes :

1) Elle est non ramifiée en dehors de 2 ;

2) Son groupe de Galois n’est pas résoluble : il contient comme sous-groupe d’indice 8 le produit direct de deux
exemplaires de SLy (F2s56) ;

3) Son discriminant normalisé 8x = |dk |'/" est petit : il est majoré par 58,688. .., alors que les meilleurs exemples
connus, dus a F. Hajir et C. Maire, étaient voisins de 82.

En fait, lorsque I’on examine plus en détail la ramification du corps K, on obtient un résultat encore meilleur, a
savoir §g < 55,394388. .. Voici pourquoi :

Je conserve les notations de la Note. Le point essentiel consiste a estimer, aussi précisément que possible, les
conducteurs des caracteres associ€s a I’extension multiquadratique Ksgz du corps L ; cette extension est de degré 22m,
avecm < 8.

Soit X le groupe des caracteres en question, i.e. le dual de Gal(Kgqz /L) ; c’est un sous-groupe de ¥ = L~ JL*?. Le
groupe Y est un F-espace vectoriel de dimension 3 - 8§ 4+ 1 = 25. Il est muni d’une action du groupe C d’ordre 3 qui
est le groupe de Galois de I’extension L/ Fy,. Cette action le décompose en deux morceaux :

Y=YT®Y,

oll Y est la partie fixe, et Y~ est I’'unique supplémentaire stable. Si ¢ est un générateur de C, Y~ est I’ensemble des
y €Y tels que (14 ¢ + ¢*)y = 0. On peut donc voir ¥~ comme un F4-espace vectoriel. On vérifie facilement que
dimY* =9 (car c’est le «Y » du corps Fy,), et que la dimension de Y~ sur Fy4 est égale a 8, de sorte que Y~ est
d’ordre 43 =216,

L’intérét de cette décomposition de Y en deux morceaux est que le groupe X associé a I’extension Ky /L est
contenu dans Y. C’est évident lorsque I’on regarde le produit semi-direct Gal(Ksqz/L). C comme plongé dans
le produit de deux copies de SL>(F,s). [Noter que ceci entraine que I’extension Kgqz/L est peu ramifiée, car les
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conducteurs des éléments de Y~ sont au plus égaux a 2e = 16.] Il faut ensuite regarder la filtration de X définie par le
conducteur. Celle de Y~ est donnée par un drapeau complet

Y =YDV D---DYg=0,

ou la dimension sur F4 de chaque quotient successif Y;/Y;41 est 1, et le conducteur de tout élément de ¥; — Y; 1 est
16 — 2i. Lorsqu’on intersecte ceci avec X, on obtient une filtration de X avec quotient successifs, soit nuls, soit de
dimension 1 sur F4. Si I’on appelle cy, ..., ¢, les sauts de cette filtration, ordonnés par 16 > ¢y > ¢y > -+ > ¢ > 0,
on en conclut que X contient :

4m — 4m=1 gléments de conducteur ¢ 1,

4m=1 _ gm=2 &l¢ments de conducteur c2,

4 — 1 éléments de conducteur ¢, .
D’ou la valuation du discriminant normalisé de Ksqz/L, a savoir

vz (disc.norm) = 47" (4" — 4™ ey + (4" — 4" ) er + -+ (4 — Dew),
ce que 1’on peut écrire sous la forme vy (disc.norm) = ¢| — €, avec

e=(c1—c)/4+(c2—c3) /4 4+ cn/4".
Les ¢; — cj+1 sont pairs et > 0. On en déduit

2

€=2/442/4% 4. 42/4" = 5(1 —47m),
d’ou vy (disc.norm) < ¢ — %(1 — 47™). Sous cette forme, il est facile de prouver que la valeur maximale de
vz (disc.red) est atteinte pour c¢; = 16 et m = 8 et I’on obtient alors vy (disc.norm) < 16 — € avec € = %(1 —478y =

21845/2'3. Lorsque I’on utilise cette valeur pour estimer le discriminant normalisé du corps K (sur Q, cette fois), on
obtient g = 2%, avec

2=31/8+2—¢/8=1518251/262 144 = 5,79166793 .. .,
d’ob §x < 55,394388...
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