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Résumé

On démontre I’existence de solution faible pour un modele de milieu poreux déformable. Ce modele est décrit par I’équation
aa—lf —AI'(w) + %A(w) = 0 sur un domaine §2 borné régulier, avec une condition initiale et de Dirichlet homogene. Les fonctions
I et A sont nulles a I’origine de classe C I et croissantes. La preuve utilise un résultat de compacité de Dubinskii que nous avons
généralisé. Pour citer cet article : S. Kane, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Swelling porous media model: Existence of a weak solution. The existence of solution for a swelling porous media model is

presented. This model is described by the equation %_1;; —A'(w) + %A(w) =0 on a bounded regular domain 2, with a initial

and homogeneous Dirichlet condition. The functions I" and A vanish at the origin and are increasing and C L To cite this article:
S. Kane, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Modéele

Soit £2 un domaine borné et assez régulier contenant les trois phases, solide, liquide et gazeuse d’une substance. On
note ¢ une phase de £2 et s la phase solide ; p? la masse volumique apparente de la phase ¢. En utilisant I’expression
de la dérivée particulaire pour la phase ¢ et la phase s, on a

Dp?  p? Dpy

?(y? N Pl
D5t EE +Grad[p (v —vs)].F —fq)

ot Grad désigne I’opérateur gradient par rapport 2 un état de référence qui est fixe, v¥ la vitesse par rapport a la
phase ¢, F le tenseur de déformation, pg la densité apparente seche du sol, voir [7,8]. Donc

D(p®/pa)

oo+ Grad[p?(v? —v")]: F~' = fy. (1)
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Fig. 1. Courbe de retrait de vertisol et points caractéristiques du modele de Braudeau (1988).

En posant vy, la vitesse relative de la phase ¢ par rapport a la phase solide, I’équation ci-dessus devient

D(0?/pa)
pd —

=1
Dop + Grad[p®vy/s | : F~' = f. )

Dans notre modele physique, on a ,0¢ = pf, ¢ est la phase fluide et Ovy /5 = g, est la vitesse de filtration du fluide
par rapport a la phase solide. On a par la loi de Darcy généralisée
g =—K(6)grad H(9),
gs=F 'g=—F'K(©®)(Grad H(9)) - F~".
Notons e = py/pg — 1, Ky = F'K, ® =0 ps/ps. Comme p = 1 pour I’eau, 1’équation d’écoulement pour un milieu
poreux déformable devient
1 DO
14 e D5t

— Grad[K,(0)(Grad(H(©))) - F']: F~' = fi 3

avec H =h — z+ hp. La quantité h(s) = —é(s_l/ m_ H/n estle potentiel matriciel donné par Van Genuchten [9] ;
a,m,n étant des parametres. La valeur z désigne le potentiel gravitationnel, i), le potentiel de surcharge donné en
coordonnée matérielle, K;(®) la conductivité hydraulique relative a la phase solide donnée par Van Genuchten,
e = e(®) obtenue avec le modele de retrait de vertisol de E. Braudeau [1] (voir Fig. 1). Considérons une déformation
du type F = g(@)~'I, K,(®) = k(®)I avec g(O) = (ﬁ#)—l/i k(s) = kesL(1 — (1 = sL/mym)2 . [ étant un
parametre (voir dans [4]). En supposant qu’il n’y a pas de terme source et en posant

®
y(©) = / k()g(s)h (5) ds,
0
O=1"w), Tw=y[('w). A =k@""w)g(l"" W)

I’équation (3) donne

©
w=l(@)=/;ds,
J T es)

w _ AT (w) + i)»(w) =0 dans 2 x 10, T, 4)
ot 9z

w(x,t)=0 suradf2 x10,T], &)
w(x,0) =wo(x) dans £2. (6)

2. Formulation faible

Pour p > 2, on suppose qu’il existe g € ]J0, p — 1] tel que

I'(s) <59, Als) < s9. (7
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Soient N la dimension spatiale et r = (pT—2)% +2. Pour v € Hy(§2), en multipliant (4) par v et en intégrant sur £2,
ona

/a—wvdx—i-/VF(w)Vvdx—/A(w)a—vdx=0. (8)
ot 0z
2 2 2

Nous obtenons ainsi la formulation faible : Trouver w dans L2 (0, T; L2(£2)) N L?(0, T; LP(£2)) solution de (8) pour
tout v € Hj(£2).

3. Résultats
Soit B(t) = fO[ VI (s)ds, M(v)P = f_Q (VB (v))? dx, Le théoreme suivant est démontré dans [5] :
Théoréme 3.1. Soir wg € L2(2), alors il existe une fonction w et un réel p > 2 tels que
(i) weL®0,T; L*(2))NLP©O, T; LP(2));
(i) B(w) € L*(0,T; Hy(2));
(iii) 32 e LY (0, T; H™"(£2))
et w solution de (8).

Pour la preuve, on utilise un résultat de compacité de Dubinskii [6,2,3] sous des hypotheses plus faibles :

Théoreme 3.2. Soient B, By des espaces de Banach avec B C By avec injection continue et soit S un sous ensemble
de B. Soit M : S — R™ telle que

@) S= {vesS; M(v) < 1} est relativement compact dans B ;
(i1) il existe U voisinage de 0 et 0o tel que M (Av) < |A|M(v) VA € U.

Pour 1 < pg, p1 < 00, on définit I’ensemble

E = {v; v localement sommable sur 10, T[; a valeur dans By;

T
fM(v)dt<C1 et v’ est dans un borné de LP1(0,T; By) }.
0

Alors E C LP°(0, T; B) et est relativement compact dans LP° (0, T'; B).
L’ hypothese (i) du Théoreme 3.2 est vérifiée pour notre probleme grice a la proposition suivante :
Proposition 3.3. On pose S = {v; B(v) € H}(2)}. Si

M) = / (VBw) dx,
2

alors pour B = LP(82), S = {v; M(v) < 1} est relativement compact dans B.

Pour la vérification de I’hypothese (ii) du Théoreme 3.2, c’est-a-dire si M (Av) < |A|M (v) pour tout A dans un
voisinage de zéro ou de 0o, on utilise la proposition suivante démontrer dans [5] p. 9 :

Proposition 3.4. Pour tout s € [0, 1], on a

g2L/m+1 < (1 — (- sL/m)m)Z(s—l/m —pm,
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Remarque. Une condition suffisante pour que I’hypothese (ii) du Théoréme 3.2 soit réalisée est p =2 + % +L— %
Ce résultat est prouvé dans [5].

Idée de la preuve du Théoreme 3.1. La méthode utilisée est celle de Faedo—Galerkin. On considere 1’espace V;,
engendré par des fonctions propres w;, j =1,...,m, de —A dans Hj(§2) avec r = (pT_z)% + 2. On utilise le théo-
reme de Carathéodory pour montrer que le probleme (8) admet une solution u,, dans V,,. On montre ensuite que la
suite (u,,) de solution sera dans I’espace E ol po = p, p1 = p’, B1 = Ho_r, B =L7?(82). Le Théoréme 3.2 permet de
conclure sur la convergence de la suite (u,,) vers la solution u du probleme faible (8) voir [5] pp. 42—47. O
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