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Résumé

Nous donnons un résultat d’existence et d’unicité de la solution faible-renormalisée d’un système non linéaire de Boussinesq.
On établit des résultats de régularité pour l’équation de la chaleur que l’on combine avec les techniques usuelles pour les équations
de Navier–Stokes et celles des solutions renormalisées pour des problèmes paraboliques. Pour citer cet article : N. Bruyère, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Existence and uniqueness of weak-renormalized solutions of a nonlinear Boussinesq system. We give existence and unique-
ness results of the weak-renormalized solution for a class of nonlinear Boussinesq systems. We establish regularity results for the
heat equation which we combine with the usual techniques for Navier–Stokes equations mixed with the tools involved for renor-
malized solutions. To cite this article: N. Bruyère, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let Ω be an open subset of R
2 and T > 0. We consider the following nonlinear Boussinesq system⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

∂u

∂t
− �u + u · Du + Dp = F(θ) in (0, T ) × Ω,

div(u) = 0 in (0, T ) × Ω,

∂θ

∂t
− �θ + u · Dθ = f in (0, T ) × Ω

(1)

with θ = 0, u = 0 on (0, T ) × ∂Ω and θ(t = 0) = θ0, u(t = 0) = u0 on Ω .
The data f, θ0, u0 respectively belong to L1(Q), L1(Ω) and L2(Ω). We are interested in proving existence and

uniqueness of the solution of the above problem, which is particularly intricate because of the strong coupling of
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the equations. As we consider weak solutions for Navier–Stokes equations, the known uniqueness results require to
consider the 2-dimensional case.

Similar nonlinear systems were investigated in [1,7–9,12]. Attaoui, Blanchard and Guibé (in [1]), proved existence
results for more general system than (1), where in particular, the fixed function f is replaced by |Du|2. Since weak
solutions for Navier–Stokes equations are considered, the term |Du|2 belongs to L1(Q). Therefore, to define a notion
of solution for the system, the authors use the framework of renormalized solutions for parabolic problems (introduced
in [10,11], see e.g. [4,13,14] for a few applications to the elliptic problems and [2] for parabolic problems). However,
proving the uniqueness is more intricate due to the strong nonlinear coupling between the equations. Therefore, we
study the simpler version (1) where the right-hand-side f of the heat equation is fixed in L1(Q). To define the notion
of weak-renormalized solution of the system (1) (Definition 2.1 in the French version), we use the formulation of
renormalized solutions for parabolic problems introduced by Blanchard and Porretta in [3], which is more effective
than the classic one because it simplifies the existence proof.

We assume that F is continuous and satisfies the growth condition |F(r)| � a + b|r|α , for every r ∈ R. The
parameter α is chosen according to the regularity of θ , such that F(θ) belongs to L2(Q) or L2(0, T ;H−1(Ω)).

The crucial difficulty in the uniqueness proof is that, a priori, u · Dθ /∈ L1(Q) (because u ∈ L4(Q) and Dθ ∈
Lq(Q), for every q < 4/3). Therefore, we make stronger hypotheses on the data in order to have u · Dθ ∈ L1(Q),
more precisely we suppose f ∈ L1(0, T ;Lm(Ω)) and θ0 ∈ Lm(Ω) where 1 < m < 2. We first prove regularity results
for the heat equation with such data (see Théorème 2.2 in the French version), specifying the summability with respect
to space and time of the solution and its gradient. Moreover we get precise estimates of the solution θ with respect to
the data. Then we establish this existence theorem.

Theorem 0.1. Assume that f ∈ L1(0, T ;Lm(Ω)), θ0 ∈ Lm(Ω), where 1 < m < 2, and u0 ∈ L2
σ (Ω). We set 0 � α <

3m
2 . We suppose that the function F : R �→ R

2 is continuous and satisfies the growth condition∣∣F(r)
∣∣ � a + b|r|α, for every r ∈ R,

where a, b are constants which can depend on α.
Then, the problem (1) admits at least a weak-renormalized solution.

Next, we can remark that u · Dθ ∈ L1(0, T ;Lm(Ω)). Thus, if (u1, θ1) and (u2, θ2) are two weak-renormalized
solutions for same data (f, θ0, u0), subtracting the linear heat equations satisfied by θ1 and θ1, implies that θ1 − θ2
is solution of the heat equation with convection term u2 · D(θ1 − θ2) and data (u1 − u2) · Dθ1 ∈ L1(0, T ;Lm(Ω)).
Therefore, assuming moreover that F satisfies a Lipschitz type condition and combining the regularity results satisfied
by u1 − u2 and θ1 − θ2, we prove the following uniqueness theorem:

Theorem 0.2. Assume that the hypotheses of Theorem 0.1 hold true. We suppose moreover that F satisfies the follow-
ing Lipschitz condition:∣∣F(r) − F(s)

∣∣ � Λ|r − s|(1 + |r|β + |s|β)
, for every r, s ∈ R,

where Λ is a positive constant and β satisfies max(0, α − 1) � β < 3m
2 − 1. Then, if ‖f ‖L1(0,T ;Lm(Ω)) + ‖θ0‖Lm(Ω)

is sufficiently small, the weak-renormalized solution of the problem (1) is unique.

In [5], we also obtain existence and uniqueness results taking more regular data for Navier–Stokes equations.

1. Introduction

On étudie des systèmes non linéaires d’évolution en dimension 2 dérivant de modèles de mécanique des fluides et
décrivant l’écoulement de fluides newtoniens visqueux lorsque des phénomènes thermiques sont pris en compte. Ces
systèmes, dits de Boussinesq, couplant les équations de Navier–Stokes et l’équation de la chaleur, s’écrivent

∂u

∂t
− �u + u · Du + Dp = F(θ) dans (0, T ) × Ω, (1a)

div(u) = 0 dans (0, T ) × Ω, (1b)
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∂θ

∂t
− �θ + u · Dθ = f dans (0, T ) × Ω, (1c)

u(t = 0) = u0, θ(t = 0) = θ0 dans Ω, (1d)

u = 0, θ = 0 sur (0, T ) × ∂Ω (1e)

où T > 0 et Ω est un ouvert borné de R
2. On pose Q = (0, T ) × Ω . On rappelle les espaces fonctionnels classiques

pour l’étude des équations de Navier–Stokes :

H 1
0(Ω) = (

H 1
0 (Ω)

)2
, H 1

0,σ (Ω) = {
u ∈ H 1

0(Ω); div(u) = 0
}
, H−1(Ω) = (

H 1
0(Ω)

)′

Lp(Ω) = (
Lp(Ω)

)2
, Lp

σ (Ω) = H 1
0,σ (Ω)‖·‖Lp(Ω) , L2

σ (Q) = L2(0, T ;L2
σ (Ω)

)
.

On suppose que f ∈ L1(Q), θ0 ∈ L1(Ω) et u0 ∈ L2
σ (Ω). On s’intéresse ici à l’existence et surtout à l’unicité par-

ticulièrement délicate à prouver du fait du couplage fort entre les deux équations. Comme on considère des solutions
faibles pour les équations de Navier–Stokes, on se placera en dimension 2, pour avoir unicité de la solution faible.

Des systèmes non linéaires similaires à (1) ont été étudiés dans [1,7–9,12]. Attaoui, Blanchard et Guibé (dans [1]),
montrent des résultats d’existence pour des systèmes plus généraux que (1) où notamment le second membre de
l’équation de la chaleur est remplacé par |Du|2. Si l’on considère des solutions faibles pour les équations de Navier–
Stokes alors le terme |Du|2 est dans L1(Q). Pour définir une notion de solution pour le système, on est donc amené à
travailler dans le cadre des solutions renormalisées pour des problèmes paraboliques, cadre qui s’avère avantageux car
on montre l’existence, l’unicité et la stabilité des solutions (voir [10,11] pour l’introduction de ce type de solutions,
et, par exemple [4,13,14] pour l’application aux problèmes elliptiques et [2], pour le cas parabolique). L’unicité étant
particulièrement délicate à montrer du fait du fort couplage non linéaire entre les équations, nous en étudions la
version simplifiée (1), où l’on fixe le second membre de l’équation de la chaleur dans L1(Q). Pour définir la notion de
solution faible-renormalisée (Définition 2.1), on utilise la formulation des solutions renormalisées pour des problèmes
paraboliques introduite par Blanchard et Porretta dans [3]. Cette formulation s’avère plus aisée à manipuler que la
formulation classique car elle simplifie substantiellement la preuve de l’existence. On suppose que F est continue et
satisfait une condition de croissance, |F(r)| � a + b|r|α , pour tout r ∈ R. Le paramètre α est choisi de telle façon
qu’en fonction de la régularité de θ , F(θ) appartienne à L2(0, T ;H−1(Ω)) ou L2(Q).

Pour parvenir à montrer l’existence et l’unicité de la solution du système (1), on établit des estimations précises
des solutions des équations de Navier–Stokes et de la chaleur en fonctions des données, à savoir les estimations du
type suivant :

‖u‖ � C
(‖g‖ + ‖u0‖

)
, ‖θ‖ � C

(‖f ‖ + ‖θ0‖
)
, (2)

‖u1 − u2‖ � C
(‖g1 − g2‖ + ‖u0,1 − u0,2‖

)
, ‖θ1 − θ2‖ � C

(‖f1 − f2‖ + ‖θ0,1 − θ0,2‖
)

(3)

où ‖ · ‖ désigne différentes normes associées aux espaces de régularité des fonctions en jeu et où (f, θ0) et (g,u0)

sont des données respectivement pour l’équation de la chaleur et les équations de Navier–Stokes.
Une des difficultés essentielles dans la preuve de l’unicité réside dans le fait que, a priori, u · Dθ /∈ L1(Q) (car

u ∈ L4(Q) et Dθ ∈ Lq(Q), pour tout q < 4/3). On fait donc des hypothèses plus fortes sur les données pour avoir
au moins u · Dθ ∈ L1(Q), à savoir f ∈ L1(0, T ;Lm(Ω)) et θ0 ∈ Lm(Ω), avec 1 < m < 2. On montre tout d’abord
des résultats de régularité de la solution de l’équation de la chaleur pour de telles données (voir Théorème 2.2) et
les estimations du type (2) et (3). On montre alors l’existence d’au moins une solution faible-renormalisée (u, θ) du
système (1) (Théorème 2.3). En remarquant qu’alors u ·Dθ ∈ L1(0, T ;Lm(Ω)) et en supposant de plus que F vérifie
une condition de type Lipschitz (voir (10)), on montre l’unicité de la solution pour des données suffisamment petites
(Théorème 2.4).

Dans [5], on obtient également des résultats d’existence et d’unicité en prenant des données plus régulières pour
les équations de Navier–Stokes.

2. Résultats

On définit tout d’abord la notion de solution faible-renormalisée du système (1) :
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.

Définition 2.1. On dit que que le couple de fonctions mesurables (u, θ) est solution faible-renormalisée du problème
(1) si u vérifie

u ∈ L∞(
0, T ;L2

σ (Ω)
) ∩ L2(0, T ;H 1

0,σ (Ω)
)

(4)

et si pour presque tout t ∈ (0, T ), pour tout v ∈ H 1
0,σ (Ω)

∂

∂t

∫

Ω

u · v dx +
∫

Ω

Du · Dv dx +
∫

Ω

(u · D)u · v dx = 〈
F(θ), v

〉
H−1(Ω),H 1

0(Ω)
; (5)

et si θ est une fonction mesurable finie presque partout et vérifiant

Tk(θ) ∈ L2(0, T ;H 1
0 (Ω)

)
, ∀k � 0; (6)

lim
n→+∞

1

n

∫

{n�|θ |�2n}
|Dθ |2 dx dt = 0; (7)

pour tout S ∈ W 2,∞(R) avec S′ à support compact, pour tout ϕ ∈ C∞
c ([0, T )× Ω̄) tel que S′(θ)ϕ ∈ L2(0, T ;H 1

0 (Ω)),

−
∫

Q

ϕtS(θ)dx dt −
∫

Ω

ϕ(0)S(θ0)dx +
∫

Q

S′′(θ)|Dθ |2ϕ dx dt

+
∫

Q

S′(θ)Dθ · Dϕ dx dt +
∫

Q

u · DS(θ)φ dx dt =
∫

Q

f S′(θ)ϕ dx dt. (8)

On donne un résultat de régularité de l’équation de la chaleur avec terme de convection :

Théorème 2.2. Soient f ∈ L1(0, T ;Lm(Ω)), θ0 ∈ Lm(Ω) (1 < m < 2) et u ∈ L2(0, T ;H 1
0,σ (Ω))∩L∞(0, T ;L2

σ (Ω))

L’équation (1c) couplée avec les conditions θ = 0 sur (0, T ) × ∂Ω et θ(t = 0) = θ0 sur Ω admet une unique solution
renormalisée θ (i.e. θ vérifie (6)–(8)). La fonction θ vérifie de plus

θ ∈ L∞(
0, T ;Lm(Ω)

)
,

θ ∈ Lr
(
0, T ;W 1,q

0 (Ω)
)
, pour tout r, q vérifiant

1

r
+ 1

q
= 1

2
+ 1

m
, 1 � r, q < 2,

θ ∈ Lκ
(
0, T ;Lμ(Ω)

)
, pour tout κ,μ vérifiant

1

κ
+ 1

μ
= 1

m
, 1 � κ,μ < +∞.

De plus, les estimations du type (2) dans ces espaces sont satisfaites.

Remarque 1. On obtient également les estimations du type (3) dans les espaces du théorème précédent en utilisant
la linéarité de l’équation de la chaleur. Les constantes dans les estimations obtenues sont indépendantes de u car
div(u) = 0 et u = 0 sur (0, T ) × ∂Ω et donc dans les estimations le terme de convection disparait à l’aide de la
formule de Stokes.

On a alors u · Dθ ∈ L1(0, T ;Lm(Ω)), avec pour tout σ � 2/(2 − m), l’estimation

‖u · Dθ‖L1(0,T ;Lm(Ω)) � C‖u‖
2

mσ

L∞(0,T ;L2(Ω))
‖u‖

mσ−2
mσ

L2(0,T ;H 1
0(Ω))

(‖f ‖L1(0,T ;Lm(Ω)) + ‖θ0‖Lm(Ω)

)
. (9)

On établit les résultats d’existence et d’unicité suivants :

Théorème 2.3. On suppose f ∈ L1(0, T ;Lm(Ω)), θ0 ∈ Lm(Ω), pour 1 < m < 2 et u0 ∈ L2
σ (Ω). Soit 0 � α < 3m

2 .
On suppose que F est continue et vérifie l’hypothèse de croissance∣∣F(r)

∣∣ � a + b|r|α, pour tout r ∈ R,

où a, b sont des constantes pouvant dépendre de α.
Alors, il existe au moins une solution faible-renormalisée du problème (1) au sens de la Définition 2.1.
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Théorème 2.4. On fait les mêmes hypothèses que dans le théorème précédent. On suppose de plus que F vérifie la
condition de Lipschitz suivante :∣∣F(r) − F(s)

∣∣ � Λ|r − s|(1 + |r|β + |s|β)
, pour tout r, s ∈ R, (10)

où Λ est une constante positive et β satisfait max(0, α − 1) � β < 3m
2 − 1.

Alors, pour ‖f ‖L1(0,T ;Lm(Ω)) + ‖θ0‖Lm(Ω) suffisamment petit, il y a unicité de la solution faible-renormalisée du
problème (1).

Remarque 2. Attaoui, Blanchard et Guibé ont montré dans [1] que le résultat d’existence ci-dessus est aussi valable
dans le cas m = 1. On précise cependant ce résultat d’existence car dans le cas m > 1 l’ensemble des valeurs permises
pour α est plus grand (α ∈ [0, 3m

2 [).

Idée de la démonstration du Théorème 2.3. La preuve repose sur le théorème de point fixe de Schauder. On fixe
θ̂ dans un espace de Lebesgue L (précisé plus loin) de sorte que F(θ̂) appartienne à L2(Q) ou L2(0, T ;H−1(Ω)).
Le choix de L dépend donc de la croissance α de F . Puis à θ̂ , on associe u l’unique solution faible des équations de
Navier–Stokes (1a), (1b). Enfin, on associe à ce u, l’unique solution renormalisée θ de l’équation de la chaleur (1c).
On choisira également L, en fonction des résultats de régularité sur θ , de sorte que θ soit aussi dans L. On a donc
construit une application Ψ : θ̂ ∈ L �→ θ ∈ L. Il s’agit de montrer que cette application est continue, compacte et
préserve un convexe fermé borné. On distingue trois cas pour le choix de L :

• 0 � 2α � 1, L = L1(Q),
• 1 < 2α < 2m, L = L2α(Q),
• 2m � 2α < 3m, L = Lκ0(0, T ;Lμ0(Ω)).

Dans les deux premiers cas, on a clairement, d’après la croissance en α de F , F(θ̂) ∈ L2(Q). Tandis que dans le
troisième cas, κ0 et μ0 sont choisis de telle sorte que

κ0 = 2α, μ0 = qα, q > 1,
1

κ0
+ 1

μ0
>

1

m
.

D’une part, la croissance α de F implique que F(θ̂) ⊂ L2(0, T ;Lq(Ω)) ⊂ L2(0, T ;H−1(Ω)) car q > 1. D’autre
part, en utilisant le Théorème 2.2, on montre que θ ∈ L = Lκ0(0, T ;Lμ0(Ω)). L’application Ψ est donc bien définie.

Dans les trois cas, la compacité et la continuité de cette application découlent des propriétés de stabilité des solu-
tions renormalisées pour des problèmes paraboliques et des estimations obtenues dans le Théorème 2.2. Tandis que la
préservation d’un convexe fermé borné découle des estimations du Théorème 2.2 qui permettent d’affirmer

‖θ‖L � C
(‖f ‖L1(0,T ;Lm(Ω)) + ‖θ0‖Lm(Ω)

)
. �

Idée de la démonstration du Théorème 2.4. De manière classique on suppose que (u1, θ1) et (u2, θ2) sont deux
solutions. On utilise les régularités découplées du Théorème 2.2, vérifiées par θ1 et θ2, afin d’utiliser le fait que
F(θ1) et F(θ2) appartiennent à L2(0, T ;Lq(Ω)) ⊂ L2(0, T ;H−1(Ω)). Il s’agit ensuite de combiner les inégalités du
type (3) suivantes :

‖u1 − u2‖L2(0,T ;H 1
0(Ω)) + ‖u1 − u2‖L∞(0,T ;L2(Ω))

� C
(‖u0‖L2(Ω),

∥∥F(θ2)
∥∥

L2(0,T ;H−1(Ω))

)∥∥F(θ1) − F(θ2)
∥∥

L2(0,T ;H−1(Ω))
,

‖θ1 − θ2‖Lκ(0,T ;Lμ(Ω)) � C
∥∥(u1 − u2) · Dθ1

∥∥
L1(0,T ;Lm(Ω))

.

avec l’estimation (9) et la condition de Lipschitz (10). On montre finalement une inégalité du type

‖θ1 − θ2‖ � C × (‖f ‖L1(0,T ;Lm(Ω)) + ‖θ0‖Lm(Ω)

)‖θ1 − θ2‖.
On en déduit alors que pour ‖f ‖L1(0,T ;Lm(Ω)) + ‖θ0‖Lm(Ω) suffisamment petit ‖θ1 − θ2‖ � 0, donc θ1 = θ2, et par
suite u1 = u2. �

Les démonstrations détaillées de ces résultats seront présentées dans [6].
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