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Résumé

Dans cette Note, nous étudions les propriétés des courants positifs fermés a tranches (paralleles ou concourantes) algébriques ou
de Liouville. On améliore des résultats diis a Blel, Mimouni et Raby dans le cas de tranches paralleles et de Gruman et Amamou—
Ben Farah dans le cas de tranches concourantes. Pour citer cet article : N. Ghiloufi, K. Dabbek, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346
(2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Algebraic currents and Liouville currents with conditions on slices. In this Note, we study closed positive currents with
algebraic or Liouville slices (parallel or concurrent). We improve some results due to Blel, Mimouni and Raby in the case of
parallel slices and due to Gruman and Amamou-Ben Farah in the case of concurrent slices. To cite this article: N. Ghiloufi,
K. Dabbek, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

For a positive current T of bidimension (p, p) on C", we consider ny(r) = fB(o n T A(dde log(]z|?))? and the
counting function Nt (r) = frr nr(t)/tdt for a fixed positive real ro > 0 and r > ry.

The current T is said to be algebraic if the function n7 is bounded, it is a Liouville current if every holomorphic
function on C" which is bounded on Supp T satisfies dd€(| f 12T) =0.

In the first part we give some conditions on slices in order to ensure that 7 is a Liouville current.

Theorem 1. Let T be a positive closed current of bidimension (p, p) on C" =Ck x C"* (1 <k < p — 1) and u be
a non-negative plurisubharmonic function on C". We suppose that there exists a non-pluripolar compact set F’ in C*
and, for every j € {k + 1, ...,n}, a non-polar compact set F; in C such that
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We prove the following proposition which improves a result by Blel-Mimouni—Raby, proved for [ = 1:

Proposition 4. Let T be a positive closed current of bidimension (p, p) on C" such that, ,

1 -1
limsup N7 (r)| logr 1_[ 10g°k (r) <400 wherel € N* and log°k =logto---olog™olog.
r——+00 k=1 P

times

Then T is a Liouville current.
The main theorem for the algebraic case is:

Theorem 2. Let T be a positive closed current of bidimension (p, p) on C" with1 < p <n. Letw':CP x C"~P — C?
and 7w : C" — C the canonical projections defined by n'(z',z") =z and 7j(z1, ..., zn) = z;. We suppose that there
exists a non-pluripolar compact set K in CP and, for every j € {p + 1, ...,n}, a non-polar compact set K ; in C
such that the slice { T,n’,7') is algebraic for all 7 € K and the slice (T, 7j,zj) vanishes for all z; € Kj. Then T is
algebraic.

Theorem 3. Let T be a positive closed current of bidimension (p, p) on C", let q be an integer such that p +q > n
and E be a Borel subset in G, of non-zero Fubini-Study measure w(E). Then there exist two constants c1,c > 0
depending to E such that we have cint (car) < fE ny, (r)du(L) for r sufficiently large.

As a consequence of this result we have:

Corollary. Let T be a positive closed current of bidimension (p, p) on C" and let q be an integer such that p +q > n.
We assume that there exists a Borel subset E in G4, of non-zero Fubini-Study measure (E) such that T is an
algebraic current for every L € E. Then T is algebraic.

1. Préliminaires

Pour un courant positif 7 de bidimension (p, p) sur C", on consideére ny (r) = fB(o,r) T A (dd°log(|z|*)? et la

r

fonction de comptage N7 (r) = fm nt(t)/tdt pour un ro > 0 fixé et r > ry.

Le courant positif T est dit algébrique si la fonction n7 est bornée, il est dit de Liouville si toute fonction holo-
morphe sur C" qui est bornée sur Supp T vérifie dd°(| f|>T) = 0.

Dans ce travail on s’intéresse a 1’étude des courants positifs fermés qui sont a tranches algébriques ou de Liouville.

Nous utilisons des résultats de [3] que nous allons rappeler :

Proposition 1. (Voir [3].) Soient T un courant positif fermé de bidimension (p, p) sur C" et u une fonction positive
psh sur C" tels que lim,_, oo ny,7(r)/logr =0. Alors dd°(uT) =0.

En se basant sur la définition d’un courant algébrique et sur la Proposition 1 on en déduit que tout courant positif
fermé algébrique est de Liouville.

Proposition 2. (Voir [3].) Soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p), 1 < p < n, sur C" tel que
+00
/ dr n
= 4o00.
tnr ()
ro

Alors T est de Liouville.
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On a besoin de rappeler aussi le résultat suivant d’El Mir-Feki :

Proposition 3. (Voir [7].) Soient S un courant positif fermé de bidimension (p, p) sur C" = CK x C" % (1 <k < p),
7 Ckx C" k- Ck et 7 : C* — C les projections canoniques pour tout j € {k+1, ..., n}. On suppose qu’il existe
un compact F' non pluripolaire de C* et pour tout j un compact F ; non polaire de C tels que

V(Zj,Z/)EFjXF/, (S,mj,z;)=0 et (S, 7,7y =0.
Alors S =0.

2. Courants de Liouville

Dans cette section on donne des conditions suffisantes sur les tranches d’un courant positif fermé pour que celui-ci
soit de Liouville.

Théoréme 1. Soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p) sur C" =CK x C"* (1 <k < p <n) et
u une fonction positive psh sur C". On suppose qu’il existe un compact F' non pluripolaire de C* et pour tout
jeltk+1,...,n}un compact F; non polaire de C tels que

lim ”(uT,nj,zj)(r)
r—>+400 logr

Alors dd°(uT) =0.

n 1 N
—0 Ve e et fim NI oy g

r—+00 logr

Démonstration. Avec une 1égére modification de la démonstration de la proposition 1 donnée dans [3], on montre que
V(zj,Z) € Fj x F'onadd(uT,mj,zj) =0etdd"(uT,n’,z') =0, et d’apres la proposition 3 avec S =dd‘u A T,
on peut donc conclure que dd‘u AT =0. O

Remarque. Le théoréme précédent montre qu’un courant positif fermé a tranches algébriques est de Liouville.

Proposition 4. Soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p) dans C" tel que

. Nr(r)
lim sup 7 .
r—>+oo logr [ ;_, log™(r)

< 400

avec | € N* et log™* =log™ o---olog¥ olog, ot logt (1) = max(logt, 0). Alors T est de Liouville.

k fois

Pour / = 1 on retrouve le corollaire 4.5 de [3].

2
Démonstration. Pour tout r > 0 on any(r)logr < [, " @ dr. Donc d’apres 1’hypothese, il existe C > 0 telle que

,
(r TTiey log* (m) ™" < C(rnr ()~ et par suite 5+OO m‘;r(r) = +00. D’apres la Proposition 2, T est de Liouville. O

Remarque. Le courant T = dd¢ avec ¢(z) = max(log? |z|(log(log(|z]) — %), 1) vérifie les hypotheses de la pro-
position précédente mais ne vérifie pas celles du Théoreme 3.6 de [3] (qui correspond & [ = 1). En fait ny(r) =
2logrlog(logr) et Ny (r) ~ (logr)z(log(log r)— %).

3. Courants algébriques
3.1. Cas de tranches paralléles
Théoréme 2. Soit T un courant positif fermé de bidimension (p, p) sur C" avec 1 < p <n. Soit ' :CP x C"P —

C? et wj:C" — C les projections canoniques définies par 7' (z',z") =z' et wj(z1, ..., 20) = zj. On suppose qu’il
existe un compact K non pluripolaire de CP et pour tout j € {p + 1, ...,n} un compact K non polaire de C tels
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que la tranche (T, 7, 7'} soit algébrique pour tout 7' € K, et tel que les tranches (T, 1}, z;) soient nulles pour tout
zj € K. Alors T est algébrique.

Démonstration. Pour montrer que 7 est algébrique il suffit de montrer que f(C" T A (dd®log(1 + |z]*))? est finie.
Sans perte de généralité on peut supposer que la masse totale || (T, 7', z')|| de la tranche est bornée par une constante
pour tout 7 € K. En effet, pour tout m € N on pose A,, = {z’ € K, |{T, 7', Z')|| < m}. Alors (Ay);, est une suite
croissante de boréliens qui recouvre K. Comme | J,,.ny Am = K est non pluripolaire, il existe n € N tel que A, soit
non pluripolaire, donc il contient un compact non pluripolaire L. On continue la preuve en remplacant K par L.

Soit u; (resp. u) la fonction extrémale (de Siciak) associée au compact K ; (resp. K). Alors on a

1+1z,
max(—l,log( Iz.,|>> <uj(zj) <cj +log(1 + IZjI) VzjeC,
a

J

1+|Z/| ’ ’ ’ P
max( —1,log p <u(@)<c+log(l+17]) V' eCP,

oliaj, cj, c eta sont des constantes positives. De plus la mesure dd“u est portée par K ; (dans C), de méme (dd“u)?
est portée par K dans C?.

Pour z = (z1, ..., 2,) € C", soit v(z) = u(Z) + Z’}:pﬂ u;(zj). Alors v est psh sur C", de plus il existe b € R tel
que

v() 2log(1+ ')+ Y 1og(1+|Zj|)—b:log((1+|z’|) I1 (1+|z,-|))—b VzeC".

j=p+1 j=p+1

Or (14 |2/ [Tj=ps1 (1 + 12D = V1 +[z]? donc v(z) > 5 log(1 + |z|*) — b pour tout z € C".
Pour N e N suffisamment grand, soit Ay = {z € C*; v(z) < %log(l +1z]?) + N}. Il est clair que Ay est relative-
ment compact dans C". D’apres le théoreme de comparaison [5]

1 p
(5) /T/\(ddclog(1+lzlz))p</T/\(ddcv)p.
AN AN
Or

/T/\(ddcv)p: /T/\(ddcu)”

AN AN
P s n

N c. \P—S§ : 4 m
+ CP/T/\(ddu) A Z P Bopm /\ (@d ug)™s.

s=1 Ax Mmpy1+-tmy=s pt pt n g=p+1

D’apres la formule de tranchage et I’hypothese,

/ TA@Edw ™ A N\ (ddug)"

Ay q=p+1
= / (T,7j, Z/><1AN (dd“u)P™* A A\ (ddcuq)mq)ddcuj =0
zj€K; pHISq<n. g#j
oum;=1.0n a aussi fAN T Addu)P = [, (T. 7', ') (Lay)(ddu)P < n(ddu)? (K). Par conséquent
/ T A (dd®log(1 +12I%))" < 27 n(dd u)? (K).

AN

Pour conclure il suffit de faire tendre N vers +o00. O
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Remarque. L’exemple suivant montre que le résultat précédent n’est pas vrai pour un courant positif plurisoushar-
monique (dd°T > 0) : Soit T} = sup(|z2|> — 1,0)ddlog(|z1]). On observe que T} est un courant positif psh de
bidimension (1, 1) sur C? qui vérifie les hypothéses du théoréme, mais T n’est pas algébrique.

3.2. Cas de tranches concourantes

Soient p,q < n des entiers tels que p + g > n. Soit G4, la Grassmannienne des sous-espaces vectoriels de
dimension g dans C". Sous I'identification G, , — ]P’CZ ~1 on munit G4,» d’une mesure de volume, nommée mesure
de Fubini—Study et notée w, (ou simplement p s’il n’y a pas d’ambiguité), déduite de la métrique usuelle de PCi—1
(cf. [4]). Soit X, , ={(z, L) € C" x G4 ,4; z € L} le fibré vectoriel de rang g au dessus de G ,, muni des projections
canoniques 7 : X, , — G4, et 0: X, , — C". La restriction o de o a X:M := o~ 1(C" < {0}) est une submersion
sur C" ~ {0}. Soit T un courant positif fermé alors o; T définit un courant positif fermé sur X ;,n de masse localement
finie au voisinage de o1 (0) (cf. [2]), et d’apres le théoréme de prolongement d’El Mir (cf. [6]), I’extension triviale
de o' T par z€ro au dessus de o~ 1(0) est un courant positif fermé sur X4.n, qu’on notera afO’FJT. On pose alors

. G*Tza/();JT sig >n—p,01‘1n—pestledegrédeaf(ﬁ“.
o 0T =oyT +v(T, 0)[c~1(0)]si g =n — p, ot v(T, 0) est le nombre de Lelong de T en 0.

Notons que dim X, , =n+ (¢ — 1)(n —¢g) et dimo*T =p+ (g — D(n —q).
Ben Messaoud a montré dans [2] qu’il existe un ensemble localement pluripolaire Eq de la grassmannienne G
tel que la tranche (o*T, 7, L) de T, qu’on notera ici 7z, existe pour tout L € Gy.n s Ep.

Lemme 1 (formule de Crofton, [9]). Soient S un courant positif fermé de bidimension (p, p) sur C" et g € N* tel
que p +q = n. Alors pour toutr > 0onang(r) = qu . nSIL(r) du(L).

Théoreme 3. Soient T un courant positif fermé de dimension p sur C", q un entier tel que p+q > n et E un
ensemble borélien de G, . Eq de mesure de Fubini-Study (1(E) non nulle. Alors il existe deux constantes cy, c3 > 0
qui dependent de E telles qu’on ait

cinr(ear) < / nr, () du(L)
E

pour r suffisamment grand.

Remarque. On retrouve le résultat de Gruman [8] pour les ensembles analytiques et de Amamou—Ben Farah [1] pour
q =1.Dans le cas ol p =n — 1 et ¢ =1, Blel, Mimouni et Raby montrent dans [3] un résultat plus précis.

Démonstration. On procede par récurrence sur g.

Pourg=1:0na G, = P! et le résultat a été prouvé par Blel-Mimouni—Raby dans [3].

Supposons que le résultat est vrai a I’ordre g, c’est a dire sur G, et prouvons le a 'ordre g + 1. L’idée est de
ramener le probleme de G441, a G4 .. Pour cela, on considere 1’ensemble

Yon={(L.A) € Gyn x Ggi10; L C A}

et les projections canoniques

f g
Gq,n <~ Yq,n —_— Gq+1,n

Xq,n ?Cn W Xq-H,n-

On observe que O’;T est un courant positif fermé de dimension p + (¢ — 1)(n — g) sur X, ,. De méme a; 11 est
un courant positif fermé de dimension p +¢q(n —q — 1) sur Xg41,,. Soit A € E C Ggq1,0 \ Eo.
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On remarque que G4 4+1(A) = f(g_1 (A)), donc d’apres la formule de Crofton, n, r)= fLef(g—] Ay MTL (r) et
par suite

/”Tm () dpg1(A) = /( / nTL(r)> dugr1(A)=c / nr, (r)dug (L) avecc > 0.
E E Lef(g71(A) feg~UE)

Comme f(g~'(E)) est de mesure non nulle dans G n, d’apres ’hypothese de récurrence, il existe c1, ¢z > 0 telles
que ciny(car) < ff(g*l(E)) nt, (r)dug (L). Donc ¢ - ciny(car) < [png,(r)dig+1(A). O

Corollaire 1. Soient T un courant positif fermé de dimension p sur C" et q un entier tel que p + q > n. On suppose
qu’il existe un ensemble E de mesure (de Fubini—Study) non nulle de la grassmannienne G, telle que T) soit un
courant algébrique pour tout L € E, alors T est algébrique.

Démonstration. Pour tout N € N* soit By :={L € E; nr, (r) < N, Vr > 0}. Par hypothese, Uy By = E. Comme
E est de mesure non nulle, il existe No > 0 tel que By, soit de mesure non nulle. D’aprés le Théoreme 3, il existe
deux constantes c1, ¢y > 0O telles que

1 r 1
ny(r) < — / nr, <—) du(L) < —Nou(Bny). O
C1 c2 1
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