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Résumé

Une moyenne mobile d’ordre un dans un espace de Hilbert H séparable de dimension infinie, notée MAH (1), est un processus
(X¢,t € Z) avaleurs dans H admettant la représentation X; = €; +(e;_1) ou !/ est un opérateur compact dans H et (¢;) un H-bruit
blanc fort. Nous présentons dans cette Note deux méthodes d’estimation de / basées sur I’équation des moments du processus. Pour
citer cet article : C. Turbillon et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Moving averages in Hilbert spaces. The moving average processes in a separable infinite-dimensional Hilbert space H, denoted
by MAH(1), is a H valued process (X;,t € Z) satisfying the equation X; = ¢; + [(€;,_1) where [ is a compact operator in H and
(¢7) a H valued strong white noise. In this Note we propose two estimators for / based on the moment equation of the process. To
cite this article: C. Turbillon et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2008 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Différents auteurs ont utilisé les processus linéaires hilbertiens pour les séries temporelles a temps continu afin de
faire de la prévision (Bosq [5], Merlevede [7] entre autres). Nous étudions ici les processus MAH(1), (X;,t € Z) a
valeurs dans un espace de Hilbert séparable admettant la représentation

Xi=¢ +1(e-1) ¢))

ou / € Cy, I’espace des opérateurs linéaires compacts de H dans H, est un opérateur linéaire de norme || - ||z < 1
et (¢;) est un H-bruit blanc fort, c’est-a-dire (¢;,t € Z) sont des variables aléatoires centrées i.i.d. non dégénérées a
valeurs dans H. Un MAH(1) est strictement stationnaire et inversible. La condition ||/|| 2 < 1 peut étre remplacée par
la condition moins restrictive

H1:3jo > 1 tel que |10 < 1.
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L’existence de ce processus est conséquence directe des résultats généraux sur les processus linéaires Hilbertiens
(voir par exemple Bosq [4] ou Merlevede [6]). Pour x,y € H on pose x ® y = (x,-)y, C = E(Xo ® Xo), D =
E(Xo®X1), D* = E(X| ® X0), tous des opérateurs de Cg. De fagon analogue au cas des processus moyenne mobile
réelles inversibles & = (&;,7 € Z) de parametre scalaire § nous supposerons que

1 1
H2:|DC7'| <=, |ID*C7Y| < =.
2 2

En effet 1’équation des moments 6% E (£0&1) — O E (53) + E(£1&0) = 0 associée au processus & admet une solution

unique de module inférieur a un si et seulement si |E (§0&1)|/E (Sg) <1/2.
De I’équation (1) on déduit C = C¢ + [Cl*, D =1C. ou Cc = E(eg ® €p). On en déduit 1’équation de second
degré dont les termes sont des opérateurs

I’D*—IC+D=0 )
qui servira de base pour I’estimation de /.
On considere les observations X1, ..., X, et on définit les opérateurs de covariance empirique en posant
1 n 1 n—1 1 n—1
Cn=;z;xi®xi, Dn:n_lz;xi®xi+lv Dfi:n_lz;xiﬂ@)(i.
1= 1= 1=

Sous I’hypothese
H3: E(IXol*) < o0

on obtient facilement les résultats suivants E||C, — C||% = O(1), E||D, — D|% = E||D} — D*||% =0(2).

En effet sous H3 Bosq ([4] Théoreme 7.4) obtient E X113 = O(%) pour les processus linéaires hilbertiens inver-
sibles. Le premier résultat est alors conséquence du Corollaire 4.1 de [5] puisque (X; ® X; — C) estun MAS(1) ou S
est ’espace des opérateurs de Hilbert—Schmidt. On peut obtenir les deux autres résultats en appliquant la Proposi-
tion 4.1 de [5] puisque (X; ® X;+1 — D) admet une représentation MAS(2).

Nous présentons dans cette Note deux méthodes d’estimation de / basées sur I’équation des moments (2). Contrai-
rement au processus ARH(1) cette derniere est une équation opératorielle de second degré et & notre connaissance la
solution est un probléme complexe en général. Dans la section 2 nous présentons une méthode basée sur la projection
des observations dans un sous-espace de dimension finie. Pour des raisons techniques nous supposerons que / et Ce¢
commutent. Dans la section 3 nous présentons une méthode itérative pour I’estimation de / inspirée d’une idée de
Riesz—Nagy [10]. Nous montrons des résultats de convergence en probabilité pour les deux types d’estimateur.

2. Estimation par projection de /

Dans ce paragraphe nous nous placons dans le cas ou les vecteurs propres (v;, j > 1) de C sont connus. Soient
(cj, j = 1) les valeurs propres associ€es dans un ordre décroissant. Afin de transformer le probleéme de I’estimation
de [ en un probleme d’estimation de coefficients réels de la décomposition de / dans la base des vecteurs propres v;
on fera I’hypothese simplificatrice

H4 : [ et C. commutent.

Sous cette hypothese H2 implique H1, conséquence du résultat suivant :

Lemme 2.1. Sous H4 les opérateurs | et D sont symétriques. De plus les vecteurs propres de D, C. et | sont les
mémes que ceux de C.

Soient A ; et d; les valeurs propres de [ et D associ€es a v;. D étant symétrique 1’équation (2) s’écrit I’D —1C +
D = 0. On obtient pour chaque j > 1 une équation de second degré a coefficients réels
Mdj—rjcj+d;=0. 3)

Pour j fix€ la solution unique de (3) satisfaisant H2 est A; = % ou A= c? — 4djz > 0 et sign(a) =1 si

a > 0,sign(a)=—1sia <0.



C. Turbillon et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008) 347-350 349

L’estimateur par projection est défini a partir de la décomposition [ = jz1 Ajvj @ vj de . Un estimateur de /
sur les k, premiers vecteurs propres de C est > _ i<kn )» aVj ®vj. Pour j <k, Aj, estun estimateur de A ; obtenu a
partir de I’équation (3) ol ¢; , et d],n sont les estimateurs de ¢; et d; vérifiant |dj,n |/¢j.n < 1/2 que nous deﬁnissons
maintenant. Puisque ¢; = E({(Xo, vj)z) etd; = E({(Xo,v;)(X1,v;)) des estimateurs naturels de c¢; et d; pour j > 1
sont

n

1 1 —
Cj,n=;2<xisvj)2 et dj,n=mz(xisvj)(xi+1,vj)-
1= 1=

Finalement soient c?j,,, = sign(d; ,) max(ay, |d; ), éj,n =max(c;n, 2|c?j,n |) oi 0 < ar; < 1 est une suite de réels que
nous allons préciser dans 1’énoncé du Théoreme 2.2. L’estimateur « par projection » est :
kn
lAk,,,=Z)ij,,,vj®vj. 4)
j=1
Ce type d’estimateur a été proposé d’abord par Bosq [3] puis par Antoniadis [1], Besse et Cardot [2] et Pumo [9]
entre autres pour les processus ARH(1). Son existence est assurée sous

H5: P((Xo,vj) =0) =0.

Théoreme 2.2. Sous les hypotheses H2 a HS et si o, < |di, .nl/2 :

mmm—m§<123 +§:2

1 Jj>kn

En particulier si pour tout j > 1, ¢; =r/, dj =77 avec 0 <r' <r <1, b=2logr — 4logr’ et k, =blogn on a
Ellkyn — 113 = O(n=1/2),

3. Une méthode itérative pour I’estimation de /

Cette méthode a été proposée par plusieurs auteurs pour estimer le parametre inconnu d’une moyenne mobile a
valeurs dans R? (voir par exemple Monti [8]).

L’estimateur que nous proposons dans cette section est basé sur une idée de Riesz et Nagy [10] pour la résolution
de I’équation opératorielle A> —2A + R =0 avec A, R € Cy, A inconnu et R symétrique positif de norme inférieure a
un. Il est défini & partir des estimateurs fy x, = 7ix, DnC,; ' 7, et P i, = Tk Dy Cy 174, respectivement de p = DC~!
et p’ = D*C~! définis sur

(h,v
C(H)—{heH Z f> <oo}
C
j=1,00 J
ol 7Ty, est 1’opérateur de projection orthogonale sur les k,, premiers vecteurs propres de C,,. Leur existence est assurée
sous I’hypothese :
H5 : ¢k, n > 0.
Dans le cadre des processus ARH (1) Bosq ([4], §8.3) a démontré la convergence presque siire de p, ¢, vers p sous la
condition supplémentaire
kn
(x) Tlexiste 8 > 1 tel que cl;l ij = O(n1/4(logn)_ﬁ)
Jj=1
oub; = 2«/§(c1 ) bj= Zﬁmax[(cj_l — cj)_l, (cj— cj_H)_l] pour j > 2.
Contrairement a le section précédente 1’estimateur «récursif» est défini a partir des vecteurs propres de C,. De

plus I’hypothese technique H4 n’est pas utile pour établir le résultat de convergence. Rappelons que 1’équation des
moments d’un MAH (1) s’écrit I2D* —IC + D =0.
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1l est facile de montrer que ! = lim,_, , [, ou /, est défini par récurrence :

lp=0, )
L1 =12D*C~'+ DC™' pourr >0.

C’est a partir de ces équations que nous allons définir I’estimateur «récursif» [, ;, de [. Pour n, k, donnés soit

(rn k,» ¥ = 0) la suite définie par récurrence :

lo.nk, =0,
- oA .
lrtink, = l,,,,,kn,o,/,,kn + Pnk, pourr >0.

(6)
L’estimateur «récursif» I, , pour n, k, donnés est l~,,,kn =lim, _ o l~r+1,n,k”.

Théoreme 3.1. Si p est de Hilbert—Schmidt, ||1|| < 1 et sous les hypothé_ses H2, H3, H5 et (%) alors in,k,, LNy quand
n, k, — oo. En particulier la condition (x) est satisfaite quand c; ~q’ (0 <q < 1) et k, = o(logn).
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