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Résumé

Dans cette Note nous présentons une loi du logarithme uniforme pour un estimateur non paramétrique de la régression en
présence de données censurées. Cette loi est analogue a celle obtenue, notamment, par Einmahl et Mason [U. Einmahl, D.M.
Mason, J. Theor. Probab. 13 (2000) 1-3] dans le cas non censuré. Pour citer cet article : V. Viallon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
346 (2008).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

A uniform law of the logarithm for a nonparametric estimate of the regression function under random censorship. In
this Note, a uniform law of the logarithm is established for a nonparametric estimate of the regression function under random
censorship. This law is analogous to that obtained by Einmahl and Mason [U. Einmahl, D.M. Mason, J. Theor. Probab. 13 (2000)
1-3] in the uncensored case. To cite this article: V. Viallon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 346 (2008).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

A travers 1’étude du processus empirique multivarié indexé par des classes de fonctions, Einmahl et Mason [6]
ou encore Deheuvels et Mason [5] ont récemment obtenu des lois du logarithme uniformes, notamment pour des
estimateurs non paramétriques de la régression dans le cas non censuré. L’ objectif de cette Note est d’étendre ce type
de résultat au cas des données censurées. Apres avoir rappelé la définition de I’estimateur a noyau de type Inverse
Probability of Censoring Weighted (I.P.C.W.) développé par Kohler et al. [12] (voir également Carbonez et al. [2]),
nous établissons une loi du logarithme uniforme pour cet estimateur de la fonction de régression. Nous obtenons
également en corollaire de ce résultat une loi analogue pour un estimateur de la fonction de répartition conditionnelle
en données censurées.

2. Notations et hypotheses

Considérons le triplet (Y, C, X) a valeurs dans R x R x R4, ol Y est la variable d’intérét, C la variable de censure
et X un vecteur de RY de variables concomitantes, dont le lien avec Y est a étudier. Nous travaillons par la suite
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sur un échantillon {(Y;, C;, X;)1<i<x} de triplets indépendants et de méme loi que (Y, C, X). En pratique, on observe
Z; :=min{Y;, C;} et §; := 1y,<c;}, out 1 désigne la fonction indicatrice de E. Notons, pourt € R, F (1) :=P(Y <1t),
G(@t):=P(C <t)et H(t) :=P(Z <), les versions continues a droite des fonctions de répartition de Y, C et Z.

Nous travaillerons par la suite sur une boule / de R? d’intérieur non vide. Nous supposerons qu’il existe un réel
a > 0 tel que (X, Y) ait une densité jointe fx y par rapport a la mesure de Lebesgue sur /% x R, avec I* := {x € R%:
infyes X —yllge <a}, || - [ge désignant la norme euclidienne usuelle sur R?. Notons de plus fx la densité marginale
de X sur /. Les hypotheses suivantes seront faites pour établir nos résultats :

(F.1) C et (X,Y) sont indépendants.

(F.2) C admet une densité fc par rapport a la mesure de Lebesgue sur R.

(F.3) fx est continue et strictement positive sur ¢,

(F4) Pour tout x € 1%, limyx.xcre fx,y (X, y) = fx, v (X, y) pour presque tout y € R.

Etant donnée une fonction ¥ borélienne et a valeurs dans R, nous nous intéressons a 1’espérance conditionnelle de
¥ (Y) sachant que X =X, pour toutx € /,

my (X) :=E (V)X =x).

Soit (h,),>1 une suite de réels positifs et K un noyau, i.e. une fonction mesurable a valeurs réelles et d’intégrale 1,
défini sur R?. Pour estimer my, nous nous inspirons des idées de Kohler et al. [12] en introduisant dans un premier
temps 1’estimateur défini sur /,

Siy(Zi) _ K((x—=Xi)/hy)
— 2 avee Wai (%) = =5 : .
1 - G(Zi) > i1 K(x—X;)/hn)

Remarquons que d’apres I’hypothese (F.3), la fonction de poids W, ; est définie a partir d’un certain rang pour tout

n

~(1

), (%) =Y Wi (X)
i=1

x € I. En pratique la fonction G est inconnue, et ﬁiibl)n (x) est alors remplacé par

Sy (Zi)

n?w;,,(x) = Z Wn'i(X)Tn(Zi)’

i=1

&)

ou G, est I’estimateur de Kaplan—Meier [11] de G, et avec la convention 0/0 = 0. Lorsque la variable Y est censurée
a droite, les fonctionnelles de la loi conditionnelle de Y ne peuvent généralement pas étre estimées sur 1I’ensemble du
support de Y [9]. Par la suite, nous travaillerons donc sous la condition (A), qui sera dite vérifiée si ’'une au moins
des conditions (A)(i) ou (A)(ii) introduites ci-dessous 1’est. Notons 77, := supf{r € R: L(¢) < 1} pour toute fonction
de répartition L continue a droite sur R.

(A)(i) N existe unréel v < Ty tel que ¥ =0 sur (7, 00).
(A)(ii) (a) Pour un réel 0 < p < 1/2 fixé, fOT”(l — F)~PlU=P 4G < oo et n?’~'h;4|log(h,)| — oo lorsque
n— oo,
(b) Tr < Tg et (Y,C) e RT x RT.

Le choix ¥y = 1o, pour t < Ty, en (1) conduit a estimer la fonction de répartition conditionnelle F (¢|X =x) :=
P(Y <t|X=x) par

8iliz; <1y

FatX =20 =) Wai (07— 5

i=1

2

A T’instar d’Einmahl et Mason [6] et Deheuvels et Mason [5], nous n’étudierons ici que le comportement asymptotique
de nos estimateurs convenablement centrés. Il peut &tre montré que les termes résiduels de type biais sont négligeables
devant les termes de type variance traités dans nos résultats, sous des conditions de régularité générales (cf. [5]). Soient
alors my., (x) et F,(#|X =x) les termes de centrage définis sur / comme suit

m¢;n(X) — E{y (Y)K((x—X)/hy)} et F,(t[X=x):= E{]l{ygl}K((x—X)/hn)}.
E{K (= X)/n)) E(K (= X)/ )
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Introduisons enfin, pour tout x € I, la quantité 01/2/ x) =E{y2(Y)/[1-GY)] | X=x} — mlzp(x).
Pour établir nos résultats, nous supposerons que la fonction i est bornée, i.e.

(F.5) Il existe M > 0 tel que sup, g [¥(1)| < M < oo.
Concernant le noyau K, nous travaillerons sous les conditions (K.1-2) ci-dessous.

(K.1) K est positif, a support compact et uniformément borné sur son support.
(K.2) 1l existe un polynéme P de d variables réelles et une fonction réelle ¢ a variation bornée tels que K (x) =

¢ (P(x)).

Enfin, nous supposerons que la suite de réels (h,),>1 vérifie les conditions suivantes, lorsque n — 00,
H.1) h, — 0; (H.2) nhz/logn — 00; (H.3) (hZ loglogn)/|log(h,,)| — 0.

3. Résultats

.. P . el
Dans ce qui suit, « — » dénote la convergence en probabilité.

Théoréme 3.1. Soit (h,),>1 une suite de réels vérifiant les conditions (H.1-2-3). Sous les hypotheéses (A), (F.1-2-3-
4-5) et (K.1-2), on a,
2

nhn:l:{mw n(X) — mll,,,(x)} IF’ {/ UW(X)}I/Z
pY K2(t)dt .
el J/2log(1/hd) (©dtsup

3
xel fX( ) ( )

Corollaire 3.2. Soient un réel T < Ty et une suite (h,),>1 de réels vérifiant les conditions (H.1-2-3). Sous les
hypotheses (F.1-2-3-4) et (K.1-2) on a, pour tout —oo <t < T,

\/nh + {Fu(tx) — Fo(t%)) p {/ 62(x>}”2
K t) dt s
xel V2log(1/h4) (O dtsup

xel fX( )
avec o2 (x) = E{ly < /[1 — G(Y)] | X =x} — F2(1]X = x).

“)

Remarque 1. Dans [4], la convergence presque slire d’un estimateur de la fonction de répartition conditionnelle en
données censurées est obtenue uniformémenten ¢ € [0, ], eten h, € [a,, a)] (00 (a,)n>1 et (a, ), Vérifient certaines
conditions de croissance). Cependant, la vitesse correspondante n’est pas fournie. Remarquons premierement que
I’estimateur fn(ﬂx) introduit ici est différent de I’estimateur classique de la fonction de répartition conditionnelle en
données censurées étudié notamment par Deheuvels et Derzko [4] (pour plus de détails, voir la section Discussion de
Carbonez et al. [2]). D’autre part, I’'uniformité en ¢ et &, pourrait étre obtenue dans notre cadre d’étude en utilisant
des arguments analogues a ceux présentés dans [6] et [7]. Ce probleéme sera considéré ultérieurement.

3.1. Eléments de preuve

Supposons dans un premier temps que la fonction G est connue. Considérons la fonction ¥ définie de R? dans R

par ¥ (y,c) =[1y<)¥ (y A0)]/[1 — G(y Ac)]. Lestimateur ml(/j) peut se réécrire sous la forme d’un estimateur non

paramétrique linéaire de la régression généralisée, analogue au cas non censuré [5],

iy, (X) = anmx)wm,m

i=1
En utilisant des arguments de conditionnement, il vient sous 1’hypothese (F.1),

E{(M)’ X} =E{LY>,
1-G(2) (1-G(1))/~!

X}, pour j =1, 2. )
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Le Théoreme 3.1 est alors une conséquence directe du Théoreme 2.1 de Blondin [1], (5), et un résultat similaire,
permettant d’obtenir les expressions des termes de variance oé et de centrage my,,.
Pour étendre le résultat au cas ol G est inconnue, supposons tout d’abord que I’hypothese (A)(i) est vérifiée.
Drapres (F.2), (F.5) et (K.1), on a,
sup|n’5¢,;n(x) — fﬁfpl,)n(x)| <M sup |Gn(t) - G(t)!, pour unréel 0 < M < oo.
xel ’

—00<t<T

La loi du logarithme itéré de Foldes et Rejtd [8] combinée aux hypotheses (H.1-2-3) permet alors d’achever la dé-
monstration du Théoréme 3.1. Sous I’hypothese (A)(ii), la preuve s’obtient de fagcon analogue en remplacant la loi du
logarithme itéré de Foldes et Re;jtd par celle de Gu et Lai [10] (si p = 1/2) ou par le Théoreme 2.1 de Chen et Lo [3]
(si0<p<1/2).
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