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Résumé

On étudie le probleme de Stefan B(u); — diva(u, Du) > f, ou § est un graphe maximal monotone quelconque dans R2. Lexis-
tence des solutions renormalisées est établie pour des données intégrables sans aucune hypothése supplémentaire sur le graphe B.
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Abstract

Existence of renormalized solutions for a nonlinear Stefan problem. We consider the Stefan problem B (u); —div a(u, Du) >
f on a bounded domain, where S is an arbitrary maximal monotone graph in R2. Existence of renormalized solutions is established
for general L!-data without any additional condition on the graph B. To cite this article: K. Sbihi, P. Wittbold, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans cette Note, on se propose de donner un résultat d’existence de solutions renormalisées du probleme de Stefan
suivant :

B(u); —diva(u, Du)> f sur Q:=8 x (0,T),
(S)(bo, f) {ﬁ(u)(l=0) > bo sur £2,
u=0 sur X ;=08 x (0,T)

ol £2 est un domaine borné de RN (N > 1), T > 0, B est un graphe maximal monotone quelconque dans R? contenant
(0,0), f € L'(Q), by € L' (£2) tel que by € R(B) p.p. sur 2 eta: R x RY — RN est un champ vérifiant les hypotheéses
suivantes du type Leray—Lions :
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(H;) — monotonie en & € RV :
(a(r.&) —a(r,m) - =m >0 VreR, V&, neRY;
(Hz) —coercivité : 31 > 0, p > 1 tels que
(a(r,§) —a(r,0))-& = AE|P VreR, V&€ RY;
(H3) — condition de croissance : 34 : RT — R continue, croissante telle que
la(r.&)| < A(Ir]) (14 1€177") VreR, V& eRY;
(Hy) —3C:R x R — R continue telle que
la(r,&) —a(s,&)| < Cr,9)lr —sl(1+161P7") Vs eR, £ eRV.

Les problemes dégénérés du type (S) interviennent notamment dans la modélisation des écoulements de fluides a
travers un milieu poreux. Nombreux travaux ont été dédiés aux questions d’existence et d’unicité des solutions faibles
ou renormalisées pour ce type de probleme. L’existence de solutions faibles est établie sous certaines conditions sur
I’opérateur a ou sur le graphe B dans [1,5,12]. Pour des données intégrables, la notion de solution renormalisée
ou entropique a été introduite par plusieurs auteurs, citons en particulier les travaux de [2—4,6-8,11]. L’existence
de solutions dans L! pour le probleme (S)(bg, f), dans le cas ou 8 est une fonction continue et croissante, a été
établie dans [2]. Lorsque a(u, Du) est remplacé par a(x, Du) — ¢ (1), avec ¢ Lipschitz, ce probleme a été étudié par
Blanchard et Porretta [6]. IIs montrent 1’unicité de la solution renormalisée pour un graphe monotone quelconque et
I’existence pour un graphe dont le graphe réciproque est une fonction continue. La principale nouveauté du travail
que nous présentons ici vient du fait que, contrairement a [6], nous n’imposons aucune condition sur le graphe f
pour montrer 1’existence de solutions renormalisées. Nous combinerons pour cela les techniques de [6] et I’approche
développée dans [2].

2. Définition et résultats

On désigne par B° la section minimale du graphe 8. Pour / > 0, on note 7 la troncature au niveau [ : Tj(r) =
min(/, max(r, —1)).

Définition 2.1. Une fonction mesurable u: Q — R est dite solution renormalisée du probleme (S)(bg, f) si T;(u) €
LP(0,T; Wol’p(.Q)) pour tout [ > 0 et s’il existe b € L! (Q) telle que b € B(u) p.p. dans Q, vérifiant

b bo
—/cp,/(s’oﬁ*‘)o(r)drdxdt—/go(O)/(s’oﬁ*‘)O(r)drdx
0 0

0] Q2
+/a(u, Du) - DS’ (u)dx dt +/a(u, Du) - DuS" (w)pdxdt = / S (w)pdxdt
0 0 0

pour tout § € W2>°(R) avec S’ & support compact, et tout ¢ € CX([0,T)x Q) telle que S’ (u)p € LP(0, T; Wé’p(.Q)),
et, si de plus,

llim / (a(u,Du)—a(u,O)) -Du=0. @))
—00
{I<ul <21}

Théoréeme 2.2. Soient f € L'(Q) et by € L' (§2). Alors le probléme (S)(bo, f) admet une solution renormalisée.

Notons que I'unicité de b € §(u), ou u est une solution renormalisée de (S) (b, f), peut étre prouvée de la méme
maniere que [6, Theorem 4.1] sans aucune hypothese supplémentaire sur le graphe 8.
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Théoréme 2.3. Pour i = 1,2 soient f; € L'(Q),bo; € L'(82). Soit u; une solution renormalisée du probléme
(S)(boi, fi). Alors

/(bl(f) —bz(l‘) /(fl 2T+ /(bm bo2)T  pour presque tout t.

2

3. Preuve du résultat d’existence

L’ approche adoptée pour la preuve d’existence de solutions renormalisées s’ appuie sur une méthode d’approxima-
tion en deux étapes. Pour une présentation plus complete se reporter a [11].
Etape 1 : On commence d’abord par approcher et perturber le probleme (S)(bg, f) par le probleme
k Br(u), —diva(u, Du) + ¢ (u) = f sur Q,
(Sk)(bo. /. %) { Beu)(t=0)5bE sur2.u=0  sur X,

WY () =Yma () =2rT +1r= m neN*r eR, B(r) = B(r) + tr,k e N*, f € L®(Q) et b = by + +ug avec
bg, ug € L (£2) et tel que by € B(ug) p-p- sur £2.

La perturbation i nous permettera de récupérer la convergence de la suite de solutions sans imposer aucune
condition supplémentaire sur le graphe f, contrairement  [6] ot I’on impose la continuité de S~!. En s appuyant
sur la théorie générale des semigroupes non linéaires, on montre 1’existence d’une solution faible u* (i.e. au sens
des distributions) du probleme (Sk)(bk, f, V). La premiere partie de la preuve consiste donc a passer a la limite avec
k — oo et 2 montrer que ces solutions faibles u* convergent lorsque k — 0o vers les solutions faibles du probléme

($)(bo, £ ) {,B(u)t —_diva(u, Du) + (1) a_f sur Q,
Bu)(t=0)>by sur2, wu=0 surX.
Ce passage a la limite est en partie assuré par la perturbation ¥, qui nous permet de récupérer la convergence presque
partout de la suite de solutions (u¥);. En effet, par un choix de fonctions test convenable on établit dans un pre-
mier temps que la suite («*); est uniformément bornée dans L7 (0, T Wé "7 (£2)), et grace a la fonction 1/, elle
I’est aussi dans L°°(Q). Quant a la convergence presque partout de la suite de solutions WP, elle est prouvée
en se basant sur la méthode de dédoublement de variables de Kruzhkov [9]. En effet, considérons u* (z, x), ul (s, x),

t,s€[0,T], k,1 e N* les solutions de (Sk)(bk, ), (Sl)(bl , [, V) resp., et appliquons les techniques de [6, Theo-

rem 4.1]. Soit la fonction test ¢ = f+h ns(uk —ul +82)&, 00 & € CX([0,T)> x 2),6 20, € CX(2),0<¢ < 1

et ns(r) = % On décompose by = bi,1 + %uk, br1 € ﬂ(uk). On fait une décomposition analogue pour u'. En
additionnant les deux inégalités résultantes et en passant a la limite avec /#, § — 0 en suivant les étapes de [11, Propo-
sition 4.2.2] on déduit

/%z |bk1_bll|_|bk1 bi1) fés |bll—bk1|—|b11—bk1|)
00

T
1 1
—/ 751(|uk—ul|—|ul(§—ul|)—/ %ss(|u"—ul|—|u6—u"|)
00 00

—I—/ Xk uly — x{uk<u1})(a(uk, Du*)y —a(, Dul)) - D&
090

+/ (X{uk>ul} - X{uk<ul})(1ﬁ(uk) - I/f(ul))i:
090

<f Xk =ty = Xguk <uly + Xk =) (f (1, X) = [ (5, 0))E.
00
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Considérons £ = ¢(t)p,(t — ) avec ¢ € C°([0, T[), ¢ >0 et (,op)p une suite régularisante. Comme by 1, b1 — b
dans C([0, TT; L! (£2)) par la théorie des semigroupes non linéaires, et (uk)k est bornée dans L*°(Q),

lim lim / oop (| (¥ (2, x)) — ¥ (u (5, 0)) ) <0.

p—>00 k,[—00

0x[0,T]

1
loc

a I’hypothese (H?), (a(u*, Du*)); est borné dans (LP/(Q))N , donc quitte a extraire une sous-suite si nécessaire,
converge lorsque k — oo faiblement vers x et par I’argument de pseudo-monotonie, on montre que diva(u, Du) =
div x. Au final, on peut passer & la limite dans le probleme (Sk)(b(];, f, ¥) et par suite on a existence d’une solution
faible u du probleme (S)(bg, f, ¥) pour toutes by et f bornées.

Etape 2 : La méthode employée pour montrer I’existence de solutions renormalisées pour des données intégrables
consiste a approcher les fonctions f et bg par les suites f,;,., = (f Am)V (—n) et b?n’n = (bo Am) ABO(m) V (—n) v

,30(—11), d’ou résulte une solution u,, , du probleme (S) (b?n’n, Sfm.ns Um.n), puis a passer a la limite avec m, n — oo.

Comme ¥ est fortement monotone on déduit que uy — u dans L; (Q) lorsque k — oo. D’autre part, grice

Par des choix de fonctions test on montre que 7;(u;,.») € L?(0, T WO1 "P(£2)) pour tout / > 0 et que (1) est vérifiée.
On montre ensuite (cf. [11, Lemme 4.3.1]) le résultat de comparaison suivant : Vi, n € N* up, , <upp1.p €t nt1 <
U, P-P- SUr Q, qui assure que Uy, , Tm Un $n U p.p.sur @, 00 u,, u: Q — R sont des fonctions mesurables, et comme
dans [2] on montre que u,, # sont finies p.p. sur Q.

Reste a établir que diva(7;(u), DT;(u)) = div x;, ou x; est la limite faible, lorsque m,n — oo, de a(Tj(um.n),

DT (um.n)) dans (LP/(Q))N. Pour ce faire, soit la fonction test oA (U n) (11 (Um.n) — (T1(1));), ou (T;(u)), est la
régularisée de Landes (cf. [10]), 0 € D4+(0,T),h € W1oo(R) positive et a support compact. On montre que

limsuplimsup/ oa(Ump, Diump) - D(Tl(um,,,) — (Tl(u))x) <0,

A—00 m,n—>00

Q

et par I’argument de pseudo-monotonie on déduit que diva(7;(u), DT;(u)) = div x;.

En choisissant la fonction test S’ (up )@ et a I'aide des estimations établies, pour une certaine sous-suite bien

choisie, on peut passer a la limite dans (5) (b?n’n, Sm.ns ¥m.n) lorsque m,n — oo, et on obtient ainsi la formulation

renormalisée désirée.
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