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Résumé

On donne quelques résultats sur I’estimation de 1’erreur et la convergence pour I’interpolation vectorielle de type div-rot sous
tension de fonctions appartenant aux espaces vectoriels classiques de Sobolev dans un domaine borné & frontiere lipschitzienne.
Pour citer cet article : M.-N. Benbourhim, A. Bouhamidi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Error estimates for vectorial interpolating div-rot splines under tension. In this Note, we give some results on error estimates
and convergence for interpolation by div-rot spline under tension in the classical vectorial Sobolev space on an open bounded set
with a Lipschitz-continuous boundary. To cite this article: M.-N. Benbourhim, A. Bouhamidi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345
(2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Interpolation par les div-rot splines sous tension

L’ approximation vectorielle par les splines sous tension minimisant une énergie de type div-rot a été étudiée dans
[2]. L’énergie proposée est donnée en fonction de deux parametres qui permettent de contrdler la divergence et le
rotationnel du champs de vecteurs a approcher. Le probléme d’approximation par des splines minimisant des énergies
de type div-rot a été étudié par d’autres auteurs [1,5,6] et ont été utilisées avec un certain succes dans plusieurs
applications liées a la renconstruction de champs de vecteurs en météorologie, flow optique, etc. (cf. [1,8,4,9,10]).
Dans cette Note, on propose une étude sur 1’estimation de 1’erreur et la convergence. Un tel résultat a été obtenu pour
le cas scalaire dans [3].

Soit m > 0 un entier et T > 0 un paramétre, dit de tension. On considére ’espace X" (R3) donné par X" (R3) =
{u e D'(R3) | D e L*(R?) pour |a| =m,m + 1}, ou D’ (R3) est I’espace classique des distributions et
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désigne la dérivée partielle. On munit X" (R?) du semi-produit scalaire

1! !
[w|v],  v3 = Z %/D"‘u(x)D"‘v(x)dx—i—t2 Z %/D“M(X)Dav(x)dx. €))
R3 R3

la|=m+1 |a|=m

La semi-norme associée a (1) est notée [u],, , g3 = /[ulul,, ; g3 et le noyau associ€ a (1) est I’espace des polyndmes
de degré < m — 1 noté Hm_l(R3). On introduit 1’espace Vf" (]R3; R3) =[X™ (R3)]3, dans lequel, on consideére le
semi-produit scalaire et la semi-norme associée

3
[V, e ps =Y [Wilvily cgss [l g =V/ulul, ; gs. )
i=1
pour u= (u1, us, u3) et v=(vy, vz, v3) dans V" (R%; R?). Il est évident que le noyau associé a (2) dans V" (R; R?)
est ’espace noté IT,,_1 (R3; R3) des polynémes vectoriels dont les trois composantes sont dans I7,,_1(R?). La pro-
position suivante donne quelques propriétés topologiques de I’espace V" R3; R3) :

Proposition 1.1.

(i) L’espace Vi" (R3: R3) muni du semi-produit scalaire (2) et de la semi-norme associée est un espace semi-
hilbertien.
(ii) Pour tout ouvert borné 2 de R3, 1 ‘espace V" (R3: R3) muni du produit scalaire et de la norme associée suivants,
pour w= (uy, uz,u3) et v=(vi, v2, v3),
3
la|v],, ;g3 = [u|v], ;g3 + Z/uivi dx et [ul, ;g =+ [ulul,, ; g3, 3)
i=1 o
est un espace de Hilbert et sa topologie est indépendante du choix de §2.
(iii) L’inclusion Vy" (R3: R3) — Hl'gjl (R3: R3) esta injection continue et par conséquent inclusion V{' (R3: R3) —
C"~H(R3; R?) est aussi a injection continue.

Désormais, on supposera que m > 2. Soit p > 0 un parametre donné. On considere les formes bilinéaires définies
dans V"(R*; R?) par

Dy z(u,v) =[divu|divv],, _; ; g3,
3
Ry r(u,v) =Y [(rotw)|(rot¥);],, _, . s
i=1
et

Jm‘r,p(U, V)= po,t(ua v) + Rm,t(u’ v).

Les notations divu et rotu désignent respectivement 1’opérateur divergence et 1’opérateur rotationnel, et (rotu); dé-
signe la ieme composante de rotu. On considere les espaces suivants :

VIR R = [ue V(R RY) | rotu=0} et Vy'R;RY) ={ue V"R R | divu=0}.

Soit A = {x1,...,xn} C £2 un ensemble fini de N points distincts avec N > dim IT,,_; (R3). On suppose que A
contient un sous-ensemble I7,,_1-unisolvent. Cela équivaut au fait que chaque polyndme de I7,,_1(R?) qui s’annule
sur A est identiquement nul.

Afin de pouvoir étudier simultanément trois problémes d’approximation, on introduit I’indice £ = 1, 2 ou 3. Pour
uelVy (R3; R3), on considere le probleme d’approximation suivant :

min J, V), 4
veiin m,z.p(V) 4
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ol Cyg () ={we V) (R3; R3) | w(a) = u(a), Ya € A}. 1l a été montré dans [2], que le probleme (4) admet une
solution unique dans ng (R3: R3), notée SA-Ly | Cette solution a été donnée explicitement dans [2], elle est I’'unique
élément de C 4 ¢(u) caractérisé par la relation, J,, p(SA’Eu, v) =0, pour tout v € VZ” (R3; R3) qui s’annule en tout
point de A. De plus, pour tout p € Hm_1’g(R3; RR3), on a la propriété de reproduction SA*Zp =p.

Pour £2 ouvert borné de R3, on considere les espaces suivants :

HP (2 RY) = H" (@2 R = [H" D)), M1 1(2:RY) = M1 (2:RY) = [0 (2)]
HY(2;RY) = ju e HY'(2; R?) | rotu =0}, My—12(2;R?) = {u € [T,-1(2; R?) | rotu =0},
HY(2;RY) = Jue HT'(2; RY) | divu=0}, My—13(2; R = {u € 1,1 (2; R) | divu=0}. (5)

On consideére la semi-norme [-],,, . définie sur I’espace ’H’I” (£2; R3 ) associée au semi-produit scalaire

3
[flgln.ce = [filgidnee.  fnre=VIfll, o (6)
i=1
avec f=(f1, f2. f3),. 8= (g1, 82, 83) et
1! !
[filgimea= D W/DO‘M(JC)DO‘v(JC)dx~I—t2 > %/D“M(X)D“v(x)dx. @)

o
la|=m+1 o lo|=m o

Proposition 1.2. Soit 2 un ouvert borné de R3 a frontiére lipschitzienne, alors I’opérateur Rg de restriction a 2
est linéaire et continu de V; (R3; R?) dans Hy (82, R3). De plus, il existe un opérateur d’extension E,.¢ linéaire et
continu de 'HY' (£2; R3) dans v (R3; R3) tel que R E,, qu = pour tout u dans Hy (82; R3).

Maintenant, pour tout f € 7" (£2; IR3), on considere le probleme d’approximation suivant :

min 5 Jm,t,,o(v)a (8)

VECQ‘((

o Co (f) ={we V) (R3; R3)|Row = f}. La proposition suivante a été établie dans [2] :

Proposition 1.3. Pour tout f € Hj' (£2; R3), le probléme (8) admet une solution unique dans V' (R3: R3), notée -1,
Cette solution est caractérisée par la relation, Jm,rsp(S“Q’Zf, v) =0, pour tout v € Vé” (R3; R3) vérifiant Rov =0. De
plus, pour tout p € Iy, 1 ¢($2; R3), ona S%tp =, dans £2.

2. Estimation de ’erreur et convergence

Dans cette section, on donne des résultats sur 1’estimation de 1’erreur et la convergence dans 1’espace de Sobolev
Wk-P(£2; R3). On suppose que, £2 est un ouvert borné connexe de R? 2 frontiére lipschitzienne (au sens de Necas [7]).
On considere la semi-norme usuelle définie sur W57 (£2; R3) par :

3 1/p
|f|k,p,g=2(2 /|D“ﬁ<x>|”dx) . avecf=(f1. f2. f3).

i=1 Mal=k %

Théoreme 2.1. I/ existe hg > 0 (dépendant de §2 et m) tel que pour tout p € [2, 00[ et pour tout entier k vérifiant
0<ks<m— % + % il existe une constante C (dépendant de S2, m, k, p et t) telle que pour toute fonction f =

(f1, f2, f3) appartenant a H}' (£2; R3), £ = 1,2, 3, et pour tout ensemble fini A C 2 contenant un sous-ensemble
ITy, 1 -unisolvent et vérifiant h = sup, g infae A |t — a| < ho, on a Uestimation de ’erreur suivante :

k3.3 1,
£— sALs2 Ly, o < onnhoity SR ©)
inf(1, p)
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Le théoréeme suivant donne un résultat de convergence :
Théoréme 2.2. Pour f=(f1, >, f3) e ;' (2;R¥) ona:

(i) S =Tlimy_0 SAESPH dans VI (R3; RY).
(i) f=1imy,_¢ SALS2LE dans Hy (82, R3) et par conséquent dans C"~1(2; RY).

A partir des deux théorémes précédents, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.3. Soit f = (f1, f2, f3) € HZ’ (£2; R3). Pour tout réel p € [2, oo[ et tout entier k tel que 0 <k <m — % +
3

= ona:
P
3,3
If— SALS2Yy o =o(h" 7P, andh — 0.
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