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Résumé

Considérons la fonction z&éta de Riemann complétée &(s) = s(s — )['(s/2)7r 5 / 2{ (s) et les coefficients de Li associ€s (An);>1
définis par

1 dr

_ 2 oren—1
- GoDia [s" " log&(s)],_,-

Le critere de Li dit que I’hypothése de Riemann est vraie si et seulement si les nombres A; sont tous positifs.

Dans cette Note, on généralise le critere de Li a une fonction F de la classe de Selberg, et on obtient une formule explicite pour
les coefficients de Li associés a F. Pour citer cet article : S. Omar, K. Mazhouda, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The Li positivity criterion for the Selberg class. Let us consider the xi-function £(s) = s(s — )I"(s /2)77_“/ 2;(s) and the Li
coefficients (An), > defined by

— 1 [
~ (n—1Dlds"
Then, the Li criterion says that the Riemann Hypothesis holds if and only if the coefficients (A,) are positive numbers.

In this Note, we generalise the Li criterion for a function F in the Selberg class. Then, we obtain an explicit formula for the Li

coefficients associated to F. To cite this article: S. Omar, K. Mazhouda, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
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Pt 10g§(s)]s=1.

1. Introduction et notations

En 1997, X.-J. Li [6] montre que ’hypothése de Riemann est vraie si et seulement si la suite 4, = Y [I — (1 —
%)”] > (0 pour tout n € N, ot la somme est prise sur les zéros complexes de la fonction zéta de Riemann. En 1999,

E. Bombieri et J. Lagarias [1] généralisent ce résultat en donnant une interprétation arithmétique des nombres A,
via les formules explicites de Weil. IIs obtiennent ainsi un théoréme remarquable sur la localisation des zéros. En
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2004, X.-J. Li [7,8] étend la formule arithmétique de A, aux fonctions L de Dirichlet et aux séries L des courbes
elliptiques via les formules explicites de Weil. Plus récemment dans [5], J.C. Lagarias donne une expression explicite
des coefficients de Li pour les fonctions L de formes automorphes.

Commencons par rappeler la définition de la classe de Selberg introduite en 1989 dans [9] et qui est conjectu-
ralement I’ensemble des fonctions L de formes automorphes. Les propriétés basiques de la classe S peuvent étre
consultées dans les articles de Conrey—Ghosh [2] et de Kaczorowski—Perelli [4]. De maniere analogue a la fonction
z€ta de Riemann, on conjecture I’Hypotheése de Riemann Généralisée (H R G) a savoir que tous les z&ros non-triviaux
de F sont situés sur la droite de partie réelle % Rappelons que la classe de Selberg S est définie par les axiomes
suivants :

(i) (Séries de Dirichlet). Toute fonction F' de S est une série de Dirichlet F(s) = Z::o? ap(n)n—" absolument
convergente pour Re(s) =0 > 1.
(ii) (Prolongement analytique). Il existe un entier m > 1 tel que (s — 1) F(s) soit une fonction entiére d’ordre fini.
(iii) (Equation fonctionnelle). Toute fonction F € S satisfait une équation fonctionnelle de type :

P(s) = wd(l — ),

ol

¢(s) = 0% [ [T s +u)Fs),

j=1

avec Qf >0, 1; >0,Reu; > 0 et || = 1. En particulier, on a H(s) =@ (5).
(iv) (Hypothése de Ramanujan). Pour tout € > 0, ar(n) < n€.
(v) (Produit d’Euler). Toute fonction F € § satisfait

+o0
log F(s)=Y _bp(mn~*, Re(s)> 1,

n=1

ol bp(n)=0sin#p™, m=>1etbp(n) <n’ pourun certain 6 < 1/2.

Dans ce qui suit, on utilisera les notations suivantes : dr = 222':1 Aj est le degré de F(s), mp > 0 est 'ordre
polaireen s =1 et

/ +o00
—F?(s) = ZAF(n)nfs, Ar(n)=br(n)logn, Re(s) > 1.

n=1

Dans cette Note, on généralise le critere de Li a une fonction F de la classe de Selberg S. Ensuite, on établit une
formule explicite des coefficients de Li définis par

=g (- 1}

0

ou la somme est prise sur tous les zéros non-triviaux o de F(s).
2. Le critere de Li généralisé
En 1999, Bombieri et Lagarias obtiennent le théoréme remarquable suivant :

Théoreme 2.1. (Bombieri—Lagarias [1]) Soit R un ensemble de nombres complexes p de multiplicité un entier positif
ettelque L ¢ Ret. o W < 00, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Rep < %pour tout p € ‘R.

2) ZpRe[l —(1- %)_"] >0pourn=1,2,....
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Soit F une fonction de la classe de Selberg S. Considérons la fonction complétée de F

Erp(s) =s"" (s = 1)"F p(s). (1)
La fonction £ (s) est entiére et vérifie 1’équation fonctionnelle £r(s) = w&r (1 — ), oll w est une constante de valeur

absolue 1. De plus, par la formule de Stirling, la fonction £ (s) est d’ordre 1. Elle s’écrit donc sous la forme du
produit de Hadamard suivant

Er (s) =sp(0)1"[(1 - 5>, o)
o 1Y

ol le produit est pris sur tous les zéros non-triviaux p de F(s).
Grice au théoréme 2.1 de Bombieri et Lagarias, on peut énoncer le critere suivant de localisation des zéros non
triviaux d’une fonction de la classe de Selberg S :

Corollaire 2.2. Soit F une fonction vérifiant les propriétés (i), (ii) et (iii). Tous les zéros non-triviaux de F sont situés
sur la ligne Re(s) = 1/2, si et seulement si, Ap(n) 20, pour tout n € N.

Preuve du Corollaire 2.2. La fonction £r&r est entiere, d’ordre 1. Elle ne s’annule pas en s = 1 et reste invariante
par la transformation s +— 1 — 5. De plus, Ar(n) = Ap(—n), pour tout entier n > 1. En appliquant le Théoréme 2.1
aux ensembles R et 1 — ‘R, ou ‘R est I’ensemble des zéros de &f (i.e, les zéros non-triviaux de F'), on déduit le
Corollaire 2.2.

Le théoréeme suivant donne une expression explicite des coefficients A g (n) :

Théoreme 2.3. Soit F(s) une fonction de la classe de Selberg S. Alors on a

n -1
Ap(n) =mp +n(log OF - d—FV) - Z( )( D lim {Z AFT(k)(logk)l_l - #(mgxy}

2 (=Dl x=too|
I . . +o00 P
Preuve du Théoréme 2.3. A partir de I’égalité (2), on a
%log&(11Z>:_(z—ll)é_i<1iz>:’§kp(n+1)z". €))
Ecrivons
z—i(s+l)=%/(s+ ”ZF S”iFl+<logQF+jr§kjFF/(Ajs+Aj+Mj)>, (5)

En appliquant le théoreme 1 d’Tvi¢ [3] (avec f(s) = —FT/(S), AX)=vYrx) = anx Arp(n) = anx br(n)logn et
u(x) =mpgx — ¥ r(x)), on obtient

F/ mpr = k
—— D= === kst ©)
k=0
ou nr (k) sont les constantes de Stieltjes généralisées pour la fonction F définies par
(- )k . Afp(n) k mpr k+1
k 1 1 — ——(logX . 7
ne) =" | lim ;{ o (ogn) — 7= (log X) ™
nx

On introduit les coefficients Tz (k) comme suit

r F/ +oo
1ogQF+ijF(xjs+A,~+Mj)=zrp(k)sk. (8)

j=1 k=0
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En posants + 1 = % dans (4) et en utilisant les équations (5), (6) et (8), on trouve 1’expression
I—z

n n
rpm)y=mp =Y ()nrk—D+Y (P)rrk—1), Vn>1. ©)
k=1 k=1
Ona
dr +o0 A
r(0)=1lo + ) Aiy(h+ =lo ——v+ + J
F(0) =log QF 2 WO +uj) =logQr = —-y Z Ry Elaﬂ,-w,-)
ou y est la constante d’Euler et ¢ = est la fonction digamma.

En rappelant la formule

1 = Z

on déduit que pour tout k > 1, on a

k+1
tp (k) = Z( 0y )"*‘Z(l+A w) : (10)
J

Finalement, en utilisant les équations (9), (7) et (10), on trouve la formule de A ¢ (n) donnée par (3).

Remarque. Dans le cas de la fonction z€ta Riemann, onam; =1, Q; = a2 =1, A =1/2et u; =0. Grice
al’égalité

s 1V L 1
(=1 E (—) =(-1) (1——>§(k),
SN\ 20+ 1 2k

on retrouve I’expression A, établit par Bombieri et Lagarias dans I’article [1] page 282. Dans le cas des fonctions L

de Hecke,ona Qf = g, mrp=0, Ay=letu; = % Dans ce dernier cas, on retrouve 1’expression des coefficients

de Li établit par X.-J. Li dans son article [7] page 496.
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