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Résumé

Dans cette Note, nous proposons d’établir la vitesse de convergence presque slire optimale d’un estimateur de la fonction de
régression additive en données censurées. Pour construire nos estimateurs, nous utilisons la méthode d’intégration marginale asso-
ciée a un estimateur de type Inverse Probability of Censoring Weighted [I.P.C.W.]. Pour citer cet article : M. Debbarh, V. Viallon,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Uniform convergence of the estimator of an additive regression function under random censorship. In this Note, we
establish the optimal almost sure rate of convergence for an estimator of the additive regression function under random censorship.
To build our estimator, we used the method of marginal integration coupled with an Inverse Probability of Censoring Weighted
[L.P.C.W.] estimate. To cite this article: M. Debbarh, V. Viallon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Les données censurées interviennent dans de nombreux domaines d’application de la statistique, notamment en
épidémiologie ou les variables d’intérét rencontrées (typiquement la survenue d’une maladie) sont liées a de multiples
facteurs. Considérons par exemple la construction de score de risque pour le cancer du sein. Il s’agit, dans ce cas,
d’évaluer la probabilité qu'une femme donnée a de développer cette pathologie dans un délai spécifié, conditionnel-
lement a un certain nombre de facteurs de risque (entre cinq et quinze généralement). Dans ce cadre, 1’utilisation
d’estimateurs non paramétriques se heurte en pratique au probleme bien connu du fléau de la dimension. En effet, les
vitesses de convergence des estimateurs, habituellement utilisés pour évaluer la distribution de survie conditionnelle,
dépendent fortement, en général, de la dimension des covariables (voir, par exemple, Dabrowska [5] ou Deheuvels et
Derzko [7]).
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Pour répondre a ce probleme, nous nous placerons, dans ce qui suit, sous les hypotheses du modéle additif de
régression. Considérons le triplet aléatoire (Y, C, X), a valeurs dans R x R x RY, d >2.1ci, Y est la variable d’intérét,

C une variable de censure, et X = (X1, ..., Xg4) une variable concomitante, de conditionnement. Soit par ailleurs une
fonction v mesurable. Nous nous intéressgns a la fonction de régression de ¥ () évaluée en X =x,
my®) =E(Y ()| X=x) =+ me(xe), Vx=(x1,...,x5) €R. (1)
=1

Pour assurer I’identifiabilité de (1), nous supposerons que Em,(X;) =0,£=1,...,d. Debbarh et Viallon [6] ont ob-
tenu la vitesse de convegence en moyenne quadratique de 1’estimateur de la régression additive en données censurées
défini en (8) a partir de la méthode d’intégration marginale. Dans le méme cadre, et sous des conditions plus géné-
rales sur la fonction v (voir A(ii) ci-aprés) nous permettant notamment de traiter le cas ¥ (y) = y et donc d’appliquer
nos résultats a la fonction de régression classigue, nous nous proposons d’établir la vitesse de convergence uniforme
presque siire. Ces vitesses de convergence sont identiques a celles obtenues par Camlong [1] et Camlong et al. [2]
dans le cas non censuré.

2. Estimateur de la régression additive en données censurées

Nous travaillerons, par la suite, sur un échantillon aléatoire de taille n > 1, (Y;, C;, X;)1<i<n, de triplets indé-
pendants et de méme loi que (Y, C, X). Désignons par 1g la fonction indicatrice de E. Dans le cas de censures a
droite, on observe les variables Z; = min{Y;, C;}, §; = 1{y,<c;) et X;. Introduisons les quantités F@t) = P(Y > 1),
G(t)=P(C >t) et H(t) = P(Z > t). Pour toute fonction de survie L définie sur R, posons T; = sup{z: L(t) > 0}.
Soient {h,},>1 et {hjn}la>1, j=1,2 des suites de constantes réelles positives. Nous définissons I’estimateur fn de
la densité f du vecteur aléatoire X, pour tout X € Rietn>1, par

. 1 & X, —x
n = 7 K / ,
=g 3 (%)

ol K est un noyau de convolution défini sur R?. Dans la suite de I’exposé, 6; désigne I’estimateur de Kaplan—Meier
[11] de G. Pour tout y € R, on a, avec les conventions ]_[g =let00=1,

e Nz =1\ "
G,(y)= l_[ (7) , ou B =1z, (1 =6), eth(X)=211{z,->x}~ 2

1<i<n Nu(Zy) i1

Soient maintenant K;, K> et K3, des noyaux définis, respectivement, sur R, R4-! et RY. Posons, pour tout
X=(x1,...,xq),etpourtout £=1,...,d, X_¢g = (X1,...,X¢—1,X¢41,.-.,Xq) € R4, Pour estimer la fonction de
régression multivariée my (x), définie en (1), nous ferons usage des estimateurs suivants (voir Carbonez et al. [3],
Kohler et al. [12] et Jones et al. [10]). Adoptant la convention 0/0 = 0, soit

n xe—Xiy X_¢—Xi ¢
~ siv(Z; Ki( YKo ( )
mroox) =) W .(x>M, o W8 (x) = Pin Mo (3)
¥,n,l n,i N n,i d—1
i=1 Gn(Zi) nhl,nhz’n S X))
pour tout £ =1, ..., d. On considérera également la quantité ”~1Tp,n’ définie par
n x—X;
~ Siv(Z; K3(5=5)
1y, (X) ::ZWn,i(x)y, ou,pouri =1,...,n, Wn,i(x)z%. 4)
i=1 GL(Z) nhlﬁnfn(Xi)

Pour estimer les composantes additives de my, nous utilisons la méthode dite d’intégration marginale. Etant données
q1,---,44, d densités réelles bornées, nous posons g(x) = ]_[?:1 qe(xp) et g_p(X—p) = ]_[j# qj(x;). Définissons
alors,pour £ =1,...,d,

ne(xe) = f iy (X)q_e(x_¢) dx—g — f my (%) () dx. 5)

Rd-1 R4



M. Debbarh, V. Viallon / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 345 (2007) 97—100 99

Les fonctions n¢, £ =1, ..., d, ainsi définies sont des composantes additives vérifiant les relations

d
ne(xe) =meg(xg) — /me(Zz)Qe(Ze)de et my(x)= Z ne(xe) + / my (2)q(z) dz. (6)
R =1 R4
Considérant les expressions (4) et (5), un estimateur naturel de ng, pour £ =1, ..., d, est donné par
HEDES / Y o ()g—e(X—g) dX_g — / %, (g (%) dx, (7)
Rd—l ]Rd

a partir duquel nous déduisons I’estimateur n?*w adq X) de la fonction de régression additive my (X),

d
Yy gga(X) =D Af(xe) + / Y, (X)q (x) dx. (8)
=1 Rd
3. Présentation des hypothéses et résultats

Introduisons tout d’abord les hypotheses sur le triplet (Y, C, X) qui seront utilisées pour I’obtention de nos résultats.
Rappelons la définition (1) de my sous le modele additif. En sus des hypotheses de base faites dans le §1, nous
supposerons que, pour un entier k > 1 convenable,

(C.1) 9 et (X, Y) sont independants ;
(C.2) G estcontinue sur R ;
(C.3) il existe une constante M telle que, sup, [V (#)| <M < oo;

(C.4) my est k-fois continument differentiable sur RY, et SUPycRrd |% my(X)| <oo; £=1,...,d.
14

Soient Cy, ..., C4, d parties compactes de R, et soit C :=C; x --- x C4 le compact produit de R4 correspondant.
Pour toute partie £ de R?, pour g > 1 quelconque, et pour tout & > 0, définissons 1’«-voisinage euclidien £ de &,
par £% = {x: infyeg X — yllre < a}, ol || - [|[rs désigne la norme euclidienne usuelle sur R?. Nous supposerons que
les conditions suivantes sont satisfaites par les densités f et f; de X et X, respectivement, pour £ = 1,...,d. On
suppose que ces fonctions sont continues sur leurs domaines de définition, et qu’il existe une constante « > 0 telle
que les hypotheses (F.A-B) ci-dessous soient vérifiées.

(FA) Vxe eCy, fe(xe) >0, £=1,...,d,etVxeC*, f(x)>0.
(F.B) f est k’-fois continument differentiable sur C* pour un entier k' > dk.

Les noyaux K, K1, K3 et K3, utilisés dans le §2, et définis, respectivement, sur RY, R, R et RY, seront supposés a
supports compacts, continus et d’intégrales 1. Nous supposerons de plus que

(K.A) K estlipschitzien;
(K.B) les noyaux K et K3 sont d’ordre k, et le noyau K est d’ordre k.

Nous travaillons avec des parametres de lissage h, > Oeth;, >0, j=1,2,pourn=1,2, ..., vérifiant les conditions
(H.A-B) ci-dessous.

(H.A) h, = a;(logn/n)"/ @+ pourun 0 < a; < co.
HB) h1,= az(logn/n)l/(2k+1) pourun 0 < ap < oo, et hp , = o(1).

Enfin, nous nous placerons sous 1’hypotheése (A), qui sera dite vérifié si 'une au moins des hypotheses (A)(i) ou
(A)(ii) ci-dessous est vérifiée.
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(A)(d) Yy (y)=0siye(r,+00),avec T < Tg.
(A)i) ¥,C e R* xRY, Tr < Tg et Ip € (k/Qk +1),1/2]: [ —F~P/1=P 4G < co.

Nous sommes, maintenant, en mesure d’énoncer notre résultat principal, dans le théoréme ci-dessous :

Théoreme 3.1. On suppose que les conditions (A), (C.1-2-3-4), (F.A-B), (K.A-B) et (H.A-B) sont satisfaites. Alors,
on a, presque siirement lorsque n — 00,

. lo 2k+1
supl aa) ~ my 0] =0 (£7) ) ©
xeC n

Eléments de preuve. Introduisons la fonction a valeurs réelles, ¥ (y, c), définie pour (y,c) € R2 par ¥ (y,c) =
[1iy<ep¥ (y A )]/ G(y A c). Lhypothese (C.1) nous permet d’adapter I’estimateur de la fonction de régression géné-
ralisée my au cas des données censurées. En effet,

sV @) YD)
G(Z G(Y)

Soit ﬁ./,,add(x), I’estimateur de la fonction de régression additive m, dans le cas ot la fonction G est connue. En
procédant comme dans [6], il est aisé de montrer que la version du Théoréme 3.1 associée a n’i,/,,add (x) découle des
mémes arguments que ceux utilisés par Camlong [1] dans le cas non censuré. Pour traiter le cas ou G est inconnue, il
suffit d’évaluer I’écart entre r’ﬁ://’a 44 (%) et m v,add(X). En effet, sous la condition (A)(i), on obtient (voir [6] pour plus
de détails)

SUP|TY, g (%) — My add ()] = o(supy(_;;(z) ~G0|) ps. (10)
xel 1<t

mq/(X) = E(W(Y, C)|X) ZE{ E[]l{y<c}|x Y]‘X} =m¢(X).

La loi du logarithme itéré de Foldes et Rejtd [8] nous permet alors de conclure.
Sous la condition (A)(ii), on obtient

SUPIY. 444 )~ yada ) =o( swp [Gi0GO] " sup [Gh) - G]),

—oo<t< 2, t<Tfr

ou Z, =max{Z;: §; =1,i =1,...,n}. Or, sous (A)(ii), il existe presque slirement un ng tel que pour tout n > ny,
sup_oo<,<z [G (t)G(z‘)]’1 < 00. Le résultat de Chen et Lo [4] (lorsque p < 1/2) et celui de Gu et Lai [9] (lorsque
= 1/2) permettent alors de conclure. 0O
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