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Résumé

Il est bien connu que tout espace métrique admet un plongement isométrique dans un espace de Banach. Nous étudions ici les
espaces métriques X admettant un unique (2 isométrie pres) plongement isométrique dans un espace de Banach tel que I’enveloppe
linéaire de I’image de X soit dense. Nous disons que ces espaces métriques sont linéairement rigides ; le premier example d’un tel
espace a été fourni par R. Holmes (1992), qui a démontré que 1’espace d’Urysohn est linéairement rigide. Nous fournissons une
condition nécessaire et suffisante pour qu’un espace soit linéairement rigide, et obtenons ainsi d’autres exemples d’espaces ayant
cette propriété. Pour citer cet article : J. Melleray et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Linearly rigid metric spaces. It is a well-known fact that any metric space admits an isometric embedding into a Banach space
(Kantorovitch-Monge embedding); here, we introduce and study the class of metric spaces which admit a unique (up to isometry)
linearly dense embedding into a Banach space. We call these spaces linearly rigid. The first example of such a space was obtained
by R. Holmes, who proved that the Urysohn space is linearly rigid. We provide a necessary and sufficient condition for a space to
be linearly rigid. Then we discuss some corollaries, including new examples of linearly rigid metric spaces. To cite this article:
J. Melleray et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007).
© 2007 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Any metric space X admits an isometric embedding in a Banach space; one possible way to prove this is to apply
Kantorovitch’s construction for the Monge—Kantorovitch transformation problem to X (see [5]). Consider the spaces
VX)={> ax 8, x € X,ax €R}, Vo(X) ={D_ax - 8x, x € X,ax € R, > a, =0}. The space V(X) (resp. Vo(X))
corresponds to the finitely supported (resp. finitely supported with total mass 0) Borel measures on X. Given x, y € X
denote by e, , the measure §, — §y on X; then a norm | - || on Vj is said to be compatible with the metric p if it is
such that |lex || = p(x, y) for any x,y € X.
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Fact. The Kantorovitch norm || - ||x is compatible with the metric, and is maximal among such norms.

Definition. We say that a space is linearly rigid if it admits a unique (up to isometry) linearly dense embedding into
a Banach space. Equivalently, a metric space X is linearly rigid if the Kantorovitch norm is the only norm on Vj(X)
which is compatible with the metric on X.

If (X, p) is a metric space, and x € X, one can extend the Kantorovitch norm || - ||x on V(X) to a norm on V (X),
still called the Kantorovitch norm, by setting |8, ||x = 0. We denote by Ex , (or Ex when there is no risk of confu-
sion) the Banach space which is the completion of V (X) endowed with this norm. The correspondence (X, p) — Ex ,
is a functor from the category of metric spaces (with Lipschitz maps as morphisms) to the category of Banach spaces
(with continuous linear maps as morphisms).

If X = (x,) is a dense sequence in a Polish metric space (X, p), then its distance matrix is the (countably) infinite
matrix (o; ;) = {p(x;, x;)}; this matrix contains all the information on X as a metric space. We say that a vector
v = (v;) is admissible (see [8]) for a distance matrix (po; ;), 1 <1, j <n,if [v; —v;| < p;j <v; +vjforalli, j =
1, ..., n. These vectors correspond to the possible values of the n + 1-th column (and row) of a distance matrix whose
first n x n entries are given by (p;, ;).

Recall that Urysohn’s universal metric space U is the unique (up to isometry) Polish metric space which is both
universal (any separable space isometrically embeds in it) and homogeneous (any isometry between finite subsets
extends to the whole space). This space was the first nontrivial example of a linearly rigid metric space (see [4]); it is
characterized by the following universal property: {o;, j} encodes a dense subset of U iff for any n, any ¢ > 0 and any
admissible vector v for (p;, ), there exists m such that |p,, j —vj| <eforall j=1,...,n.

Let us say that a 1-Lipschitz map u is extremal if it is an extremal point in the unit ball of the space
(Lipy(X), |l - llLip) of Lipschitz maps (up to a constant) on X, which is the dual space to (Vp, || - lx); recall that
[l||Lip is the Lipschitz constant of u. We simply call these maps ‘extremal maps’ below.

Our main result (criterion of linear rigidity) is the following:

Theorem. A Polish metric space (X, p), with some (any) dense sequence X = (x,,), is linearly rigid if, and only if,
the distance matrix (p;, ;) is such that for any € > 0 and any extremal map u on X, = {x1, ..., x,}, there exists m € N
and ¢ € R™ such that |c + u(x;) — om, ) Leforal j=1,... n.

This criterion reminds one of the universal property of the Urysohn space; both properties may be stated without
using distance matrices. Explicitly, a Polish metric space (X, p) is linearly rigid if, and only if, for any finite set
F C X, any extremal map u on F and any & > 0, there exists z € X and ¢ € R™ such that |c + p(z, x) — u(x)| < & for
any x € F. It turns out that this version of the criterion holds for any metric space X (linear rigidity makes sense for
all metric spaces, and the criterion above holds for metric spaces of any density character).

Our criterion also provides a new proof of the fact that Urysohn’s universal space is linearly rigid. Further, it shows
that there are many nonisometric linearly rigid metric spaces; denote by ZU (resp. QU 1) the (unique up to isometry)
metric space which is both homogeneous and universal for the class of metric spaces with integer-valued (resp. with
nonzero values both rational and larger than 1) metric.

Proposition. The Urysohn spaces ZU, QU are linearly rigid.

Yet these spaces are discrete, which shows that a linearly rigid metric space need not be ‘big’ in a topological sense.
However, one can deduce from our characterization the following result:

Theorem. A linearly rigid metric space with at least three points has to be unbounded; in particular, no compact
metric space is linearly rigid (besides the trivial examples of spaces with 1 or 2 elements).

Recall (see [8]) that the set of infinite distance matrices is a convex weakly closed cone. Its extreme rays correspond
to metrics on N that cannot be written as the half sums of any other nonproportional metrics. The Urysohn space U
is extremal in this sense, as is the integer Urysohn space ZU (this is a consequence of results in [1]). It is not known
whether all linearly rigid spaces are extremal.
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It seems that the Banach—Kantorovitch spaces Ex , corresponding to linearly rigid metric spaces (X, p) have not
been studied, though they are interesting objects. For example, the Banach—Kantorovitch space Ey of the universal
Urysohn space U is a universal separable Banach space, i.e. every separable Banach space can be linearly isometrically
embedded into it (this is a consequence of results in [2]). However, one can show that Eyj is not isometric to the other
well-known universal separable Banach spaces, for instance the Gurariy space (see [3]); the authors do not know any
characterization of Ey as a Banach space. The same holds for the spaces Equ., and E7zy. Such a characterization is
undoubtedly of interest.

1. Introduction

Dans cette Note, nous étudions et caractérisons les espaces métriques (X, d) séparables complets (= polonais)
qui admettent (a isométrie preés) un unique plongement isométrique dans un espace de Banach B tel que I’enveloppe
linéaire de X soit dense dans B. Une telle facon de plonger (X, d) dans un espace de Banach est bien connue, et date
des travaux de Kantorovitch [5,6]. L’espace ainsi construit est appelé espace de Banach—Kantorovitch associé a X
(on rencontre aussi les termes espace d’Arens—Eells ou espace Lipschitz-libre). Ainsi, nous cherchons a caractériser
les espaces polonais qui n’admettent (a isométrie pres) pas d’autre plongement isométrique linéairement dense dans
un espace de Banach que celui de Kantorovitch. Le premier exemple non-trivial d’un tel espace a été obtenu par
R. Holmes ([4]) : il s’agit de I’espace d’Urysohn.

2. Normes compatibles avec une distance

Si (X, d) est un espace métrique, on pose

V(X) =R(X) = [Zax e, x X, a, eR}, Vo(X) = [Zax S xeX,a €RY ay =0]

(toutes les sommes sont finies). On peut voir V(X) (resp. V(X)) comme I’espace des mesures sur X a support fini
(resp. a support fini et masse nulle) ; Vp(X) est un hyperplan affine de 1’espace affine V (X). On aura parfois besoin
de fixer un 8, comme origine de V (X) ; pour x, y € X, on pose ey, =8, — y.

Définition 2.1. Une norme | - || sur Vo(X) est compatible avec d si |lex || =d(x, y) pour tout (x, y) € X2.

Les rayons {c.eyx,y} sont appelés rayons fondamentaux ; si une distance sur X est fixée, alors une norme compatible

avec cette distance définit un unique vecteur de norme 1 sur chaque rayon fondamental. Nous appelons ces vecteurs
. 2~ . - €x.y . .

les sommets fondamentaux pour cette distance. Ils sont définis par ey , = ﬁ’-‘y) (x # y). Ainsi, I’ensemble des normes

compatibles avec une distance est I’ensemble des normes pour lesquelles chaque sommet fondamental est de norme 1.

Lemme 2.2. Soit (X, d) un espace métrique. La norme de Kantorovitch || - || g est maximale parmi les normes com-
patibles avec la distance sur X, i.e. pour toute autre norme compatible || - || et tout f € Vo(X) ona || fIl| < | fllk-. La
boule unité pour || - || g est I’enveloppe convexe des sommets fondamentaux.

Cette caractérisation géométrique de la norme de Kantorovitch nous sera tres utile par la suite ; elle est a la base
de notre étude des espaces linéairement rigides. Notons que toute norme sur Vp(X) peut étre étendue en une norme
sur V(X) en posant ||y, |l = 0 pour un certain xg € X (la mesure 8y, correspondante est alors prise comme origine
de V(X)). On appelle encore norme de Kantorovitch la norme sur V (X) obtenue en étendant ainsi || - ||x a V(X), et
on appelle espace de Banach—Kantorovitch associé a (X, d) le complété de V (X) muni de | - || . Nous dénotons cet
espace par Ex g4 x, (ou Ex 4, voire Ex quand il n’y a pas de risque de confusion) ; le choix de xo n’a pas d’influence sur
le type d’isométrie linéaire de Ex 4 x,, donc on peut considérer I’application (X, d) — Ex 4. Celle-ci est un foncteur
de la catégorie des espaces métriques (avec les applications lipschitziennes comme morphismes) dans la catégorie
des espaces de Banach (avec les applications linéaires continues comme morphismes). Tout espace métrique pointé
(X, d, xo) admet un plongement canonique dans Ex 4 , ; réciproquement, si (X, d) est plongé isométriquement dans
un espace de Banach B, alors la fermeture dans B de 1’enveloppe affine de X est isométrique au complété de V (X)
pour une certaine norme compatible avec la distance sur X. Nous disons qu’un plongement isométrique de (X, d)
dans un Banach B est linéairement dense si 1’enveloppe affine de I'image de X est dense dans B.
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Définition 2.3. Un espace métrique polonais (X, d) est linéairement rigide s’il admet (a isométrie prés) un unique
plongement isométrique linéairement dense dans un espace de Banach. Autrement dit, (X, d) est linairement rigide
si, et seulement si, la seule norme sur Vj(X) compatible avec la distance d est la norme de Kantorovitch.

Notons que, si I’on dénote par Lip, (X, xo) ’espace des fonctions lipschitziennes sur X qui s’annulent en xg € X,
muni de sa norme usuelle (la constante de Lipschitz), alors Lipy (X, xo) estle dual de Ex 4 x, ; le crochet de dualité est
donné par (u, f) = u(x) f(x), pour u € Lipy(X, x¢) et f € V(X). Le choix de x¢ n’a la encore pas d’influence sur
le type d’isométrie linéaire de Lipy(X, xo), donc on utilise simplement dans la suite la notation Lipy(X). On appelle
application extrémale sur X tout élément extrémal de la boule unité de Lipy(X).

3. Matrices de distance

Dans un espace métrique polonais infini (X, d), on peut fixer un sous-ensemble dénombrable dense X = {xn}s s
la matrice de distance {d; ;} = {o(x;, x;)} associée a cet ensemble contient toute I’information sur (X,d), eton peut
s’en servir pour étudier les propriétés de cet espace (cf. [8]). Notons X,, = {x1, x2, ..., x,,} ’ensemble formé par les
n premiers points de X.

Définition 3.1. On dit qu’un vecteur {a;},i = 1,2, ..., n, est admissible pour la matrice de distance {d,-,j}l’{jzl d’un
espace métrique fini (X, d) si |a; —a;| <d; j <a; +ajpourtousi, j=1,...,n.

Dans la suite, on pense a X, comme étant I’espace formé des n premiers points d’une suite X dense dans un
métrique polonais (X, d) ; dans ce cas, les vecteur admissibles correspondent aux valeurs possibles pour la n + 1-iéme
ligne (et colonne) de la matrice de distance de X. Nous notons Adm, I’ensemble des vecteurs admissibles pour une
matrice de distance finie d = {d; ;} ; un tel vecteur définit une fonction 1-lipschitzienne sur (X, d). La réciproque est
fausse, mais pour toute fonction 1-lipschitzienne f, il existe C > 0 tel que f + C correspond a un vecteur admissible.
Un point extrémal de Admy est appelé vecteur admissible extrémal, et nous appelons rayon admissible extrémal un
rayon de la forme {C 4 v: C € R}, oll v est un vecteur admissible extrémal. Chaque vecteur admissible extrémal
correspond a une (unique) application extrémale sur X,.

Rappelons (cf. [7,8]) que P.S. Urysohn a établi I’existence et ’unicité d’un espace métrique polonais (I’espace
d’Urysohn) qui soit a la fois universel (tout espace métrique polonais s’y plonge isométriquement) et ultrahomogeéne
(toute isométrie entre sous-espaces finis s’étend en une isométrie de 1’espace entier).

Critere d’universalité. ([8]) Un espace métrique polonais (X, d) est isométrique a ’espace d’Urysohn si, et seule-
ment si, la matrice de distance {d; ;} d’un (et donc de tout) sous-ensemble dénombrable dense a la propriété universelle
suivante : pout tout n € N, tout € > 0, et tout a € Adm(d") admissible pour la matrice de distance d" = {d;, j}?,j:p il
existe m tel que |a; — dy,, j| < € pourtout j € {1,...,n}.

Cet énoncé est une reformulation du résultat originel d’Urysohn [7], qui n’utilisait pas les matrices de distance (de
méme, le critere de rigidité linéaire ci-dessous s’exprime avec ou sans matrices de distance).

4. Critere de rigidité linéaire

Théoreme 4.1. Soit (X,d) un espace métrique polonais et X = (x,) une suite dense dans X. L’espace (X,d)
est linéairement rigide si, et seulement si, la matrice de distance M = {d;, j}?jzl de la suite X vérifie la propriété
suivante : pour tout € > 0, tout n € N, et tout rayon extrémal L dans Adm(d"), il existe un vecteur v € L sur ce rayon
et un entier m tel que |v —dy, j| < € pourtout j=1,...,n.

La condition ci-dessus n’est pas sans rappeler le critere d universalité vu a la section précédente ; nous résumons
ci-dessous les principales idées de la preuve du Théoreme 4.1.

Etape 1. Soit X’ un sous-espace fini de I’espace métrique X, et u € Lipo(}_( ") une application extrémale. Alors u
définit une «face» F, = {f € Vo(X'): (u, f) =1, || f|| = 1} de la boule unité de Vo(X’) C Vo(X). On peut démontrer
que pour tout x € X' il existe z € X’ tel que &, , ou &, , appartient a F),.

Etape 2. Si la distance entre une certaine application extrémale u sur X’ et I’ensemble des fonctions de la forme
v(x)=d(x,2) (x € X',z € X) est supérieure a ¢ alors il existe une combinaison convexe (. de vecteurs e, 5 € F), telle
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que (1 + €)u peut étre de norme 1 pour une norme sur Vo compatible avec la distance sur X. En particulier, il existe
une norme compatible avec la distance sur X qui n’est pas la norme de Kantorovitch.

Ceci est suffisant pour établir le résultat : I’étape 2 montre que la condition du Théoreme 4.1 est nécessaire pour
que X soit linéairement rlglde Réciproquement, si X est linéairement rigide, et u est une application extrémale sur
un sous-espace fini X X' C X de la forme u(x) = d(x, z) (ot z € X), alors un argument similaire a celui de 1’étape 2
permet de trouver un certain vecteur ey , (ou e, ) appartenant a I’intérieur de F},. Cela donne un point a I’intérieur de
F,, et de norme 1 pour la norme de Kantorovitch | - || x ; comme tous les sommets de F, sont aussi de norme 1 pour
Il - |k, ceci entraine que tous les points de F;, sont en fait de norme 1 pour || - || x. Cette norme est maximale, donc on
ne peut créer une norme différente de || - | ¢ que si certains points intérieurs a une face F,, ont une norme strictement
inférieure a 1, et on voit que sous les hypotheses du Théoreme 4.1 ce n’est pas possible. Le méme argument permet de
vérifier que, si tout fonction extrémale est une limite de vecteurs de la forme d(z, -), alors il n’y a pas de « marge » pour
définir des normes distinctes sur Vo(X) compatibles avec la distance sur X. On peut pousser plus loin cette analyse
du lien entre changement de norme compatible sur Vo(X) et distance entre applications extrémales et fonctions de
type d(z, -). Cela permet d’obtenir une nouvelle preuve du critere de rigidité linéaire ; on peut également 1’ établir en
travaillant dans le dual de Ex (c’est-a-dire Lip, (X)). Ce dernier point de vue peut étre vu comme une généralisation
des arguments employés par Holmes [4] pour établir que 1’espace d’Urysohn U est linéairement rigide ; ce fait est a
I’origine de la notion de rigidité linéaire, mais la preuve elle-mé&me était spécifique a 1’espace d’Urysohn.

On peut reformuler le Théoréme 4.1 sans utiliser de matrices de distance : un espace métrique (X, d) est linéai-
rement rigide si, et seulement si, pour tout ¢ > 0, tout sous-ensemble métrique fini F' de X, et toute application
extrémale u définie sur F il existe z € X et une constante ¢ € R™ tels que |c¢ + u(x) — d(z, x)| < & pour tout x € F.
Cette caractérisation a I’avantage d’étre vraie sans hypothese sur le caractere de densité (cardinalité minimale d’un
sous-espace dense) de X. En effet, la notion de rigidité linéaire fait sens pour tout espace métrique X, et on peut
établir qu’un espace métrique X est linéairement rigide si, et seulement si, tout sous-ensemble fini F' C X est contenu
dans un sous-espace linéairement rigide séparable ¥ C X. L’idée sous-jacente est que les combinaisons linéaires finies
d’éléments de F forment un espace séparable.

Le critere ci-dessus permet également de fournir de nouveaux exemples d’espaces linéairement rigides ; définis-
sons ZU (resp. QU) comme étant I’unique (a isométrie pres) espace métrique dénombrable ultrahomogene et universel
pour la classe des espaces métriques dénombrables a distances entieres (resp. a distances non nulles rationnelles et
supérieures a 1).

Théoreme 4.2. Les espaces ZU, QU1 sont linéairement rigides.

Pourtant, ces espaces sont discrets : un espace linéairement rigide n’est pas nécessairement « gros» topologique-
ment ; par contre, il est nécessairement « gros » métriquement, comme 1’établit le théoréme suivant :

Théoreme 4.3. Tout espace métrique linéairement rigide (X, d) contenant strictement plus de deux points est non
borné (et donc non compact).

L’idée de la preuve de ce résultat est que, si (X, d) est linéairement rigide et borné, alors on peut utiliser le critere
ci-dessus pour construire, pour tout a € X, un point « diamétralement opposé » a’, qui a la propriété que d(a, x) +
d(x,a") =d(a,a’) pour tout x € X et d(a,a’) = sup{d(a, x): x € X}. Alors, on peut arriver 2 établir qu’il n’existe
que deux points a, a’ dans X, ce qui contredit I’hypothése initiale.

5. Extremalité et propriétés des espaces de Banach—Kantorovich

Il est bien connu (cf. [8]) que I’ensemble des matrices de distance infinies est un cone convexe faibement fermé.
Ses rayons extrémaux correspondent aux distances sur N qui ne peuvent étre écrites comme une combinaison convexe
de deux distances non proportionnelles. L’espace d’Urysohn U est extrémal en ce sens, ainsi que I’espace ZU. Cela
découle de résultats d’ Avis [1]. Les auteurs ne savent pas si tout espace linéairement rigide est extrémal.

Notons que Ey est un espace de Banach séparable universel (c’est-a-dire que tout espace de Banach séparable peut
y étre plongé linéairement isométriquement). Cela découle d’un résultat de Godefroy et Kalton [2], selon lequel si un
espace de Banach séparable B se plonge isométriquement dans un espace de Banach B’, alors il existe un plongement



240 J. Melleray et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 344 (2007) 235-240

linéaire isométrique de B dans B’. De plus, Ey n’est pas isométrique aux espaces de Banach séparables universels
«classiques », entre autres C([0, 1]) et I’espace de Guraryi [3]. On ne connait pas de caractérisation de Ey en tant
qu’espace de Banach par une propriété universelle. Il serait intéressant de parvenir a établir une telles caractérisation.
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