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Résumé

Soit G un groupe algébrique réductif connexe sur un corps global F de caractéristique nulle. Nous introduisons la notion de
famille évanescente de sous-groupes compacts K de G sur les adeles finis et I’utilisons pour calculer asymptotiquement les nombres
de Lefschetz et (conjecturalement) le nombre de points des variétés de Shimura (attachées a G et K) sur les corps finis. De cette
étude, nous tirons un cadre général donnant naissance a des familles de courbes de Shimura atteignant la borne de Drinfeld—VIadut.
Pour citer cet article : F. Sauvageot, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
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Abstract

Asymptotics of Shimura varieties. Let G be an algebraic, connected, reductive group over a global field F of characteristic zero.
We introduce a notion of vanishing family of compact subgroups K of G over the finite adeles and use it to compute asymptotically
Lefschetz numbers and (at least conjecturally) the number of points of Shimura varieties (attached to G and K) over finite fields. We
deduce a general setting giving families of Shimura curves reaching the Drinfeld—V1adut bound. To cite this article: F. Sauvageot,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit X une courbe définie sur un corps fini F;, N(X, g) son nombre de points sur F, et gx son genre. Vladimir
G. Drinfeld et Serge G. V1ddut [2] ont démontré

N(X,
A(q) :=1imsupM <Jgq -1
X 8X

Cette borne est optimale lorsque g est un carré [5,11].
Nous généralisons une approche de Jean-Pierre Serre [10], mais en évitant le recours a la dualité. Nos calculs
reposent sur une formule conjecturale de Kottwitz [7], qui est connue pour les courbes de Shimura [9].
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2. Asymptotique des variétés de Shimura
2.1. Cadre général

Soit G un groupe algébrique connexe réductif sur un corps global F de caractéristique nulle et Zg son centre. On
note A les adeles de F, Ay les adeles finis, A? les adeles finis en dehors de 1’ensemble fini de places S. On fixe

K =], K, un sous-groupe compact maximal de G(A), hyperspécial en toute place finie ot G est non ramifié, et 1,
la mesure de Haar de G, = G(F,) qui donne lamasse 1 a K.

2.2. Famille évanescente de compacts
Définition 2.1. Une famille dénombrable X' de compacts de G(A r) est dite évanescente si

(1) L’ensemble | g 4 K est relativement compact.

(2) Il existe un ensemble fini Zx: de G(A y) tel que la limite simple de 1xnzqF) soit 1z

(3) Pour tout élément y de G, rationnel non central, la limite simple de 1’intégrale orbitale de 1k, sur I’orbite de y,
est nulle.

(4) Pour tout couple (M, y) formé d’un sous-groupe de Levi propre de G et d’un élément rationnel de M, la limite
simple du terme constant de 1k le long de M est nulle en y.

Les limites sont prises selon le filtre des complémentaires des parties finies. On dira que la famille est fortement
évanescente si, dans (3), on prend y conjugué en toute place finie 2 un méme élément rationnel non-central, sans
I’étre nécessairement lui-méme.

Soit S un ensemble fini de places finies de F. On étend ce qui préceéde aux familles J de compacts de G(A?)
(resp. de G(Fs)) en demandant que, pour tout compact C de G(Fs) (resp. de G(A?-)), la famille (K x C)gex soit

évanescente et que la condition (3) (renforcée ou non) soit vérifiée en remplagant G(A 7) par G(Asf) (resp. G(Fs)).
On écrit Zx ¢ pour I’ensemble fini de Zg (F) associé a (K x C)kex . ’

2.3. Asymptotique des nombres de Lefschetz

L’intérét de ces notions est d’annuler asymptotiquement la partie géométrique de la formule des traces d’ Arthur,
ainsi qu’en témoignent les deux propriétés suivantes. On suppose dorénavant que F est le corps Q des rationnels et
que G contient un tore maximal défini sur R, anisotrope modulo Ag (le tore déployé maximal de Zg). On note x (G)
la constante introduite par Arthur dans [1]. Ce premier théoreme résulte de [1, Theorem 6.1] et des remarques qui le
suivent (voir aussi [3, 7.19] et [4]).

Théoreme 2.2. Soit Koo un sous-groupe d’indice fini de K OOAG(R)O, V une représentation de dimension finie de G
définie sur F, &y son caractére central et yv la caractéristique d’Euler—Poincaré pour la cohomologie L? a valeurs
dans le systeme local défini par V. Soit K une famille évanescente de sous-groupes compacts de G(Ay). Pour K

dans K, on note X(G, KoK) = G(F)\G(A) /Ko K. Alors
Jim vol(K) v (X(G. KocK)) = [K 1o AG, o : Koo (G) deg(V) Card(Zie).

si &y est trivial sur Z y, et sinon la limite est nulle.
2.4. Asymptotique du nombre de points sur un corps fini

On se place maintenant dans le cas ou on peut définir une structure de variété de Shimura sur X(G, K,) et ou
I’on peut compter les points de X(G, KooK) sur un corps fini F, de caractéristique p (voir les hypotheéses dans
[7, formula 3.1] et [8, Main conjecture 4.4]). En particulier G4, est simplement connexe, le tore R-déployé maximal
de Zg est déployé sur Q et G est non ramifié en p. Ce second théoreme résulte de [6, Proposition 8.2], de la finitude
de H'(Q »» Q) et des remarques suivant [1, Theorem 6.1].
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Théoreme 2.3. Si la conjecture principale (4.4) de Milne est vraie pour G et si K est une famille fortement évanes-
cente de sous-groupes compacts de G(A?), alors le nombre de points de X(G, KooK) sur ¥, multiplié par le volume
de K, tend vers

—x(G) Y Tos(ly,),

(r0:v.9)

la somme portant sur les triplets de Frobenius effectifs tels que yy appartienne a Zx c,, avec Cp, I'image de Y , par
la norme. Voir [8] pour la définition de la double classe Y ,, et pour I’intégrale orbitale tordue TOs.

3. Exemples

On se place dans le cadre général ou F est un corps global de caractéristique nulle et S un ensemble fini de places
finies de F.

3.1. Paraboliques essentiels

Définition 3.1. Un sous-groupe parabolique rationnel P de G est dit essentiel s’il existe un tore rationnel maximal T
contenu dans un sous-groupe de Levi rationnel M de P tel que I’ensemble des racines de M par rapport a T ne contient
aucune composante connexe de I’ensemble des racines de G par rapport a T.

Exemple 1. Un sous-groupe parabolique minimal rationnel est essentiel. De plus lorsque Gy, est simple, tout sous-
groupe parabolique rationnel propre est essentiel.

3.2. Familles évanescentes

Théoreme 3.2. Soit KX une famille dénombrable bornée de sous-groupes compacts de G(Fs) et A un sous-ensemble
fermé d’un sous-groupe parabolique essentiel de G(Fs). Si 1k tend vers 1o (pour K dans K), alors K est une famille
fortement évanescente de sous-groupes compacts de G(Fs).

Ceci résulte du fait qu’un sous-groupe parabolique essentiel intersecte toute orbite non réduite a un point en un
ensemble de mesure nulle (car fermé au sens de Zariski).

Théoreme 3.3. Soit K une famille dénombrable bornée de sous-groupes de K? de la forme K = IT,K, avec K,
sous-groupe parahorique de G(F,) (presque partout égal a K ). S’il existe une famille (vk)xex de places finies de
F en dehors de S, telle que la réduction de K, sur le corps résiduel de F,y soit un sous-groupe parabolique essentiel
et telle que le cardinal de ce corps résiduel tende vers infini (pour K dans K), alors K est une famille fortement
évanescente de sous-groupes compacts de G(Aff).

Ceci résulte de la comparaison entre les intégrales orbitales et les termes constants associés aux fonctions caracté-
ristiques d’une part de K, et d’autre part d’un sous-groupe parahorique «essentiel ». Les quantités dans le second cas
sont plus petites que celles du premier cas par un facteur inversement proportionnel au cardinal du corps résiduel.

Exemple 2. Lorsque G est GL; sur le corps des rationnels, des exemples sont fournis par les familles de sous-groupes
de congruence classiques I"(n), [p(n) et I'1(n) pour n tendant vers I’infini.

4. Application aux courbes de Shimura

Soit E un sous-corps totalement réel de C, de degré m sur Q, p un premier inerte dans E, L une algebre de
quaternions sur E, déployée en v = p et en une unique place réelle et soit G la restriction des scalaires de E a Q de
GL(L). Nous prenons p inerte pour simplifier I’écriture, mais les résultats sont valables en prenant une place divisant
p en laquelle L est déployée.
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Soit K une famille fortement évanescente de sous-groupes compacts de G(A?). Pour K dans X, soit x (G, K)

la caractéristique d’Euler—Poincaré (pour la cohomologie L?) de X(G, KoK), gk son genre et, pour ¢ = p™", soit
N(G,K,F,) et N(G, K, F,) les nombres de points sur F,; de X(G, KoK) et de sa complétion.

Dans ce cadre, toutes les hypotheses de 2.3 ne sont pas satisfaites, mais les travaux de H. Reimann [9, Propo-
sition 10.9] permettent de remplacer les intégrales orbitales tordues du Théoréme 2.3 par des intégrales orbitales
standard sur G(F,). En utilisant la formule donnée par H. Reimann [9, Remark 9.2], on obtient

Lemme 4.1. Si (yo; v, 8) est un triplet de Frobenius effectif avec yy central, alors TOs(ly ) est nul sauf si r est pair
et I’image de § par I’application norme appartient a p’/zgl,. Dans ce cas l'intégrale orbitale tordue vaut p™ — 1.

Théoreme 4.2. Si r est pair et s’il existe une unité ¢ de E telle que presque tout K dans X contienne p'/*e, alors
NG, K, F,) 1-p"
im = .
KeX x(G,K) 2

Sinon cette limite est nulle.

Corollaire 4.3. Si r = 2 et s’il existe une unité ¢ de E telle que presque tout K dans K contienne pe et X(G, KooK)
est connexe, alors

. N(G,K,F,)
lim ——~ =
Ke X gK

Jq—1.
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