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Résumé
Recemment R. Danchin a montré 1’existence et 1’unicité de solutions pour un fluide 1nhomogene dans I’espace de Besov ho-

mogene BZI(RN) X B H 2 (RN) sous une condition de petitesse de pg — 1 dans I’espace B 200 N L lorsque 2 < N et Bl1 si
N =2. Dans cette Note on prouve que la condition ||pg — 1|70 < 1 est suffisante pour avoir 1’existence et 1’unicité. Pour citer
cet article : H. Abidi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).

© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract
Existence and uniqueness for an inhomogenous fluid. Recently R. Danchin showed the existence and uniqueness for an

LN L+ Y
inhomogenous fluid in the homogeneous Besov space 3221 RNy x B, *2 (RM), under the condition that py — 1 is small in

N
322 NL®if2 <N, in B 21 if N = 2. In this Note, one shows that the condition ||pg — 1||z0 < 1 is sufficient to have the
existence and uniqueness. To cite this article: H. Abidi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In this Note, we are interested in the following system:

orp +div(pu) =0, dia+u-Va=0,
i —pAu+VII = ~ Vu+(1 VI — pAu} =
(INS) 8{(pu)_+ div(pu @ u) — nAu + of, & (INS) 8{u +_u u+ (1+a){ uAu}t = f,
divu =0, divu =0,
(0, w)j=0 = (00, uo), (@, u) =0 = (a0, uo)-

The latter system is obtained from the former via the change of variable a = p~!

infy p(0, x) > 0.
Before we present our theorem, let us recall the work by R. Danchin concerning strong solutions in critical

— 1, which is valid when

. . . N L _144
spaces [4]. He showed the existence and uniqueness in the homogeneous Besov space B, RNy x B,, 2 (RN)
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N .
when ag is small in B, 2 N L for N > 2 and in le 1 if N = 2. This result was extended in [1] to the case with
N

variable viscosity with data in the space B (RN ) X B M (RM). In particular, under the assumption ||ag|| ~ < 1,
p P

pl
the existence was shown for 1 < p < 2N and uniqueness for 1 < p < N.

The goal of this Note is to further improve these conditions. In particular, we want to show that if ||ag|lL~ < 1,
then we get the existence for 1 < p < 2N and uniqueness for 1 < p < N in the inhomogeneous Besov space
N

o — 1+ N
B 1:)1 RN)x B 1 ” (RN). The proof of these assertions is strongly related to the following inequality based on Bony’s
decomposition:

—max(0,s) & max(0,s) & A(s,N, 1—A(s,N, .
il oo + el Va5 A el SN ) NP s #0,
P P
lvullgy, S lvllsy, _proo Bpoo .
lullzoe In(e + flull x llullz) ifs=0
Bl
h Ninf(L, Ly > 0, with A(s, N NG ) L — 1. Applying this inequali vIT
when s 4+ Nin (5,7)> , with A(s, N, p) = W and - + . Applying this inequality to a

and aAu, the estimates can be manipulated so as to ehmmate the perturbatlon terms. Indeed, the proof follows the
idea developed in [4]. For the existence part, the proof is carried out in three stages: the first consists in solving
an approximate problem; then, in showing that the solution to the approximate problem is uniformly bounded; and
finally in demonstrating that the solutions to the approximate problems converge to the solution of the original one.
Uniqueness follows from Osgood theorem. The condition 1 < p < N is strongly related to the transport equation,
since the uniqueness for such an equation is obtained when one estimates the difference in a less regular space.

1. Introduction

Dans cette Note, on s’intéresse au systéme suivant :

oy p +div(pu) =0, ora+u-Va=0,
! _ VIT = ~ V(1 VIT — pAu) =
(INS) 3 (pu) + div(pu @ u) — pAu + VII = pf, o (INS) Oru +_u u+ (1 +a){ nAu}t = f,
divu =0, divu =0,
(0, u);1=0 = (po, uo), (a, u);1=0 = (ag, up).

Le deuxiéme systéme est obtenu a partir du premier via le changement d’inconnue a = p~! — 1, qui est valable dés que
infy p(0, x) > 0. Avant de présenter notre théoréme rappelons que R. Danchin [4] a démontré I’existence et I’unicité

1+ . -4 .
dans I’espace de Besov homogene B2 | (RN) x B Z(RM) lorsque aq est petite dans B22Oo N L*® si2 < N et dans
B1 51 8i N =2. Nous mentionnons a ce propos que nous avons étendu dans [1] ces résultats pour les espaces de Besov

construits sur L? : dans ce travail, nous avons généralisé les résultats de [4] pour un modele & viscosité variable dans
N

LN . —14
I’espace B p” | RNy x B . ”(RN). Plus exactement, sous I’hypothése [lag|| ~ < 1, ’existence est démontrée pour
BP
pl
1 < p < 2N alors que I'unicité est établie pour 1 < p < N.
Le résultat principal de cette Note est le suivant :

N N_q
Théoréeme 1 1. Soient 1 < p < 2N, ag € BPI(RN), ug € Bpp1 (RN) avec divug = 0 et f appartenant a

-2
lOC(R+, B 1’ (RN)) tel que Qf € LIOC(R+, B p (RM)Y). Il existe une constante positive ¢ dépendant de N et
p telle que sz

laollL= < c,

alors il existe un T € (0, +o00] tel que le systéme (IX/TS‘) admette une solution (a, u, VII) vérifiant

N N_y 1 | 1 Ny
aer([O,T);B;l), uEC;,([O,T);B;1 )ﬂL(O,T; Bp’1 ) et VI'[eL(O,T;B;1 )
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De plus cette solution est unique lorsque 1 < p < N et N > 3. Dans le cas limite, c’est-a-dire, N = p ou N =2, on
a unicité sur [0, Tol, avec To < T lorsque |lag||L> < c(ap).

Ci-dessus, Q désigne le projection sur les champs de type gradient, et I’espace de Besov inhomogene By, est défini
comme suit :

Tout d’abord on présente les bases de la la théorie de Littlewood—Paley (voir par exemple [3]) pour caractériser les
espaces de Besov. Pour cela on fixe ¢ € C° (RM) telle que suppp C C(0,3/4,8/3) avec

D7) =1 VEA0 et pE)=1-) ¢(27%).

q€L geN

Définition 1.2. On note A, et S, les opérateurs suivants
Aju=0, qg<-2, A_1u = x(D)u,
Aquzfp(Z_qD)u Vg eN et Squ:)((Z_qD)u: Z Apu.
—-1<p<g-1

Soient (p, r, p) €[1, o0o]’, T>0etseR. On désigne par B;,(RN) (resp. i‘}(B;,(RN))) I’ensemble des fonctions
ueS' (RY) (resp. u € S'((0, T) x RM)) telles que

1 1

déf r déf r
lull gy, = ( > 2‘!”||Aqu||2p) <00 (resp. llullzp gy )= ( > 297 A, uan(L,,) < 00).

g=—1 g=2—1
2. Démonstration

La démonstration suit dans ses grands traits les idées développées dans [4]. L’amélioration sur la condition de
petitesse est fortement liée au résultat ci-apres que 1’on applique aux termes aVIT et aAu. Ainsi nous parvenons a
absorber ces termes de perturbation et boucler les estimations.

N
Lemme 2.1. Soient s < % (p,r) €[l, 00 tels ques—l—Ninf(1 )>0 On se donne u € B oo N L™ etveBl‘,r,
s+Ninf(5, o)

on note A(s, N, p) = W alors

el oo+ Nall oo™ OO N S OO BN NP i 0,

||UM||B?,, 5 ” ”B?,, . Bﬂpﬁo Bfoo '
lullzoe In(e + flull v llull ) sis=0.
B

Preuve. La démonstration du lemme est basée sur la décomposition de J.-M. Bony (voir [2])
uv="T,v+ Tyu + R(u, v),

avec
déf déf ]
C: C: g < %
T,v= qu—lu Agv et R(u,v) = ZAqquv ouA, = Z Agti-
qeL qE€Z i=—1

Pour majorer le premier terme de la décomposition, on écrit || T, v| gs . < |lullze||v|| Bs

pr n~ pr’

Par définition de I’opérateur T,,u et grace a la propriété de presque orthogonalité, on a
[ac @], < 30 [Av@qus)] -
lk—q|<4

Si s <0, on trouve par définition de I’opérateur S;_1, |Tyullps S llullre ||v||Bs

pr ~
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Maintenant si s > 0, on se donne un entier M qui sera judicieusement choisi a la fin par un argument d’ optimisation.
Un simple calcul donne

|Ak(AguSg )], SIAulle Y IAgvlie +1Aqulle > 1 AgvliLe.
q9'—q<-M —M+1<q’ —q<-2

Pour la premiere partie 1’inégalité de Bernstein implique que

(X—s) @' —) (X —5)5q's

D llagllze 210 Y 2GS A L.
q'—q<—M q—q<—M

N
p

Ainsi pour 0 < s < =, on trouve

pr o~

M
ITullgy, < Wvllsg, (277 ™ lul y +max(2M°, M) ul| ).
BF

je

Donc pour s < % et M = %logz(uull N ||u||zolo) sis #0, (resp. M =1+ %logz(HuH N ||u||zolo) sis =0)

poo oo
1—max(0,s) & max(0,s) & .
lluell oo Mlull 7y N sis #0,
P
||Tvu||B]3,, N ||U||B~]§r Bpoo ; '
oo tn(e + llull w lluli=) sis=0.
poo

Pour le reste R(u, v), on écrit Ay R(v,u) = Zqugs Ak(Aqquv). Soit M un entier, alors
AR, S DY 2E DA 2 Al + D 25 [ ABgungv)| -
—M<k—q<3 k—q<—1-M

Le premier terme du membre de droite est majoré par, max(2M5!, M) |ju|| | v || By, Ok AVeC ag € £"(Z). Par contre
pour le deuxieéme terme il y a deux cas 2 traiter p <2 ou p > 2. Si p <2, alors p <2 < p/, et par suite les inégalités
de Bernstein et Holder impliquent

Z st ” Ak(Aqquv)”Lp 5 Z 2k(H_N_%)”Aq“Aqv”L1

k—g<—1-M k—qg<—1-M
k—q)(s+X) 4N« -M(s+ %
S X 2T A2 Al <27 Bl vl avee B e €(Z).
k—g<—1-M Bpoo

Maintenant si p > 2, de nouveau les inégalités de Bernstein et de Holder donnent

DA INTTN| BEES 26— DEH09 5 | R )| 10295 | Al

~

k—q<—1-M k—g<—1-M

Mt N
<MDyl olsy,  avee y € ¢ (D).
B

N
P
poo

Donc pour s + N inf(%, ﬁ) > (), on trouve apres un choix convenable de M

s+Ninf(%,#) X
M+.v+Ninf(%,i,) \xH—H—Ninf(ll),%) )
llull 7o " lull oy " osis #0,
[R5 < I0l, B,
-1 .
llull oo In(e + [lue]| N llull 7o) sis=0.
P oo

D’ou le lemme. O

Revenons a la démonstration du Théoreme 1.1. La démonstration du théoreme s’effectue en trois étapes. La
premiére consiste a résoudre un probleme approché. On régularise les données initiales a; € H so+l, ug € H et
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f"e LIOC(RJr; H?®) avec so > N grand. Par suite d’aprés le Théoreme 1.2 [1] le systéme (fﬁfS‘) avec données
(ag,ug, ) admet une solution locale unique (a”, u", VIT") telle que a” € C([0, T"); HoYy y e C([0, T™); H%)
et VII" ZIT,, (H*). La deuxieme étape consiste a démontrer que la solution du probléme approché est uniformé-
ment bornée, c’est-a-dire, que I’on va montrer que 1’on peut choisir 7 > 0 tel que (a”, u", VIT") appartienne a et soit
uniformément bornée dans

N Noiq » N_4 i N_
ET—LOO(B 1) x L r(B)y )NLF(B)y ) xLy(Byy ).
L appartenance est une conséquence de I’injection de Sobolev et I’inégalité de Bernstein (pour plus de détails voir [1]).

Pour montrer que la suite est uniformément bornée, on décompose (1", VIT") sous la forme suivante u" = u’i +u"
et VII" = VII} + VII". On obtient les systemes suivants

oa" +u"-Va"=0
ou”t — puAu” +VII} = f", ! ’ —
Uy — M L f 3tﬁn +u" . Vi —,bLAIZn + VII" =H(an’un’nn)’
L) divu’} =0, (NL) divi" =0,
u” =ul s 7 —
Lir=0 = %o ul—o =0,

N
N_g
avec H(a",u", I1") = —u" -Vu'| +a" (uAu" —VII"). D’apreés la Proposition 2.3 [5],ona (u} , VIT}) € LC;O(BP"l N

~ ﬂ—l - ﬂ+1
H*%) x LlT(B[f1 N H*0) uniformément en n et de plus u] € LlT(B[f1 N H*t1) pour tout 7 > 0. D’autre part

(@, 5", VIT") € C([0, T"); HTY) x C([0, T"); H%) x I:lT,l(HSO). Il est connu que le temps d’existence de (NL)
est contr6lé par celui de la partie libre. On fixe ¢ un réel strictement positif petit, puis 77 > O tel que

+ v <¢ et |ul <SU¥ +
|t H e |vz| ,T]Bﬁ_.)\: e HuLHE%?(Bﬁ_]) 0 ”“O”Bi” ”f”ur]w,:”a%

Dans les Prop0s1t10ns 3.2 et 3.3 [1], on a des estimations de la solution de 1’équation de transport et du systeme de
Stokes non stationnaire dans les espaces de Besov homogenes, qui restent encore valables dans les espaces de Besov
inhomogenes modulo un terme de multiplication par €’ pour le systtme de Stokes qui est lié aux basses fréquences.
En notant

vt € ||

po 'l e VL

! Pl pl L pl
on a donc pour tout ¢ < T

Ct+Cllu"|| N

n
Claml n,,
Ll

lipP
la" ] MO Dllagl v et U"(t)<Ce
LOO(B]JI) P

+1
@ )]y
pl L(Bp )

On applique le Lemme 2.3 au terme a” (A" — VIT") avec s = % — 1 et on choisit 73 tel que

exp(CTa+Clla"| ~ x, ) <2
7, Bp1 )
Ainsi grice aux lois de produits et le fait que ||a|L> est petite car ||a| L = |lag|lL>, on démontre que pour ¢

suffisamment petite, la condition précédente est vérifi€e. Et par suite on démontre par connexité que 7o =T = T".
Etudier la convergence de la solution approchée et démontrer que sa limite est une solution de (INS) repose sur le
théoreme d’ Ascoli pour plus de détails voir [4].

Pour prouver I’unicité, on utilise le fait que (5a, u, VSIT) = g (@ —a',u? —ul,vii? — v, vérifie
8,5a+u .Véa = —bu-Va!,
38U +u? - Véu — uASu + VI = —8u - Vu' +a' (WASu — VSIT) + Sa(pLAuz — VHZ),
divéu =0.
Apres, on suit la méme démarche que [4] et on applique le Lemme 2.3 sur le terme a! (Adu — V8IT), avec s = % -2

etr =1pour N > pet N > 2. Pour le terme du - Va!, on utilise les lois de produits usuelles, puisque dans 1’équation
vérifiée par la différence de vitesse il y a §a(Au? — VIT?) qui est petite sur un intervalle de temps petit. Ainsi, on
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obtient I’unicité pour u pour N > p et N > 2 sous la condition |lag||p~ < 1. Pour p = N ou N =2, il suffit d’étudier
le cas N = p car pour N =2, on commence par p =2 = N etle cas p < 2 se déduit par injection. Donc,ona s = —1,
p = N et r =o00. Dans se cas, on utilise le fait que

Y 2 aga | psony < Y- 27 1Agaolln +c||a‘||L?O(BIN1)||M||L3(B§I) VNo > —1.
g2No g2No

Par suite pour Ny assez grand et ¢ assez petit, on a la norme de a!*/ := 24N Aga' dans L°(Bj ) est petite.

Pour g%/ := Z_lqu\,o Aqal on utilise la propriété de presque orthogonalité et le fait que ||a(?) ||z~ = |lag|/ L, on
trouve
|R(a"?, ASu — V&8IT)

2161 ) < Collaollzo | Adu = V8IT[ 73 gt .

D’ou le théoreme. 0O
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