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Résumé

Soit {Xt , t ∈ Z} un processus stochastique à valeurs dans [0,1] avec Xt+1 = ϕ(Xt ), ϕ une transformation dilatante par mor-
ceaux, préservant une mesure µ de densité f . Nous donnons des estimateurs consistants de la densité invariante f et de la
transformation ϕ par la méthode des ondelettes linéaire en utilisant la base définie par Cohen, DeVore et Daubechies. Nous obte-
nons la vitesse optimale de convergence de la MISE. Pour citer cet article : M.-L. Vanharen, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342
(2006).
 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Estimation by wavelets in dynamical systems. Let {Xt , t ∈ Z} be a stochastic process valued on [0,1] where Xt+1 = ϕ(Xt ),
ϕ a piecewise expanding map, preserving measure µ with density f . We give consistent estimates of the invariant measure f and
the map ϕ with the linear wavelets method using the base defined by Cohen, DeVore and Daubechies. We obtain the optimal rate
of convergence of the MISE. To cite this article: M.-L. Vanharen, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit un système dynamique ([0,1],A, ϕ,µ), où A est une tribu sur [0,1] et ϕ une transformation non linéaire
définie et à valeurs sur l’intervalle unité préservant une mesure µ de densité f par rapport à la mesure de Lebesgue,
et supposée de plus dilatante par morceaux. On considère le modèle suivant :

Xt+1 = ϕ(Xt ), t � 0 (1)

où chaque Xt est à valeurs dans [0,1]. Pour une revue détaillée de ce type de transformation, voir Collet [5], Lasota et
Mackey [9]. Le modèle (1) a déjà fait l’objet de nombreux travaux concernant les estimations de la densité invariante
f et de la transformation ϕ, voir par exemple les travaux de Bosq et Guégan [2], Guerre et Maës [7], et Prieur [11]. Les
méthodes employées sont souvent les méthodes à noyaux, nous avons donc choisi d’estimer la densité invariante f et
la transformation ϕ par la méthode des ondelettes qui donne ici une approximation optimale de fonctions à variations
bornées. L’approximation d’une fonction se fait par analyse multi-résolution (voir Mallat [10]) en considérant la
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base de Cohen et al. [4]. Le choix de cette base est motivée par le fait qu’elle permet d’étudier les fonctions ayant
exactement pour support l’intervalle [0,1] et aussi parce qu’elle exploite au mieux la régularité de la fonction aux
bords (voir [4] pour les détails). Les ondelettes de cette base sont de plus bornées, à support compact, et à régularité
variable. Il existe de nombreux résultats statistiques sur les estimations de densité par ondelettes (voir Donoho et al.
[6], Härdle et al. [8], ou encore Tribouley [12]). Plus récemment, des méthodes de régression par ondelettes dans le cas
de variables aléatoires i.i.d. ont été développées (voir par exemple Antoniadis [1], ou encore Tony Cai et Brown [3]).
Dans toute la suite, on supposera les hypothèses suivantes vérifiées :

H1 : X0 possède une densité f0 à variation bornée, que l’on notera :
∨

[0,1] f0 < +∞. On notera ‖f0‖v = ∨
[0,1] f0 +

‖f0‖L1 sa norme en variation.
H2 : Soit π l’opérateur de Frobenius–Perron. π admet une unique valeur propre.
H3 : ϕ est une transformation dilatante par morceaux de l’unité.

Cette dernière hypothèse est équivalente à dire que ϕ est de type mélange faible, ce qui implique qu’elle est ergodique
(voir Collet [5]), le mélange fort étant bien entendu exclu pour notre modèle. Comme exemple, on peut citer la classe
des transformations du type r-adic (ϕ(x) = rx mod(1), r ∈ N\{0,1}) qui vérifie les trois hypothèses précédentes.

2. Estimation de f

Si on désigne par {{ΦJk}0�k<2−J , {Ψlk}j<l�J,0�k<2−l } la base orthonormée d’ondelettes de l’espace d’approxi-
mation Vj , définie par Cohen et al., où J est le niveau maximal de décomposition, vérifiant 2J � (2L)−1 où L est le
nombre de moments nuls de l’ondelette de Daubechies Ψ , alors toute densité f sera approximée sur Vj par la fonction
fj définie par :

fj (x) =
2−J −1∑

k=0

〈f,ΦJk〉ΦJk(x) +
J∑

l=j+1

2−l−1∑

k=0

〈f,Ψlk〉Ψlk(x). (2)

Ainsi on définit l’estimateur f̂j de fj à partir des observations X0, . . . ,Xn−1 par :

f̂j (x) =
2−j −1∑

k=0

b̂jkΦjk(x) avec b̂jk = 1

n

n−1∑

i=0

Φjk(Xi). (3)

La construction de cet estimateur peut être vue de deux manières différentes, la première exploitant l’analyse multi-
résolution de L2[0,1], la deuxième comme une réorganisation des 2−j fonctions de base de la relation (2). Dans
les deux cas, on estime les produits scalaires par b̂jk . On peut facilement voir que f̂j est un estimateur sans biais si
f0 = f et asymptotiquement sans biais sinon. Avec les hypothèses précédentes, et ce qui précède, on peut écrire un
premier résultat de décroissance exponentielle des corrélations (voir Collet [5]) :

Théorème 2.1. Soient X0, . . . ,Xn−1 issues du modèle (1) avec f0 = f . On suppose les hypothèses H1 à H3 véri-
fiées. Alors il existe une constante Cj positive et un nombre ρ, 0 < ρ < 1 tels que : ∀j � J , ∀k ∈ {0,1, . . . ,2−l},
∀(t,m) ∈ N

2,
∣∣Cov

(
Φjk(Xt ),Φjk(Xt+m)

)∣∣ � Cjρ
m‖Ψ ‖v‖Ψ ‖∞.

Ce résultat permet de contrôler la convergence de la MISE :

Théorème 2.2. Soient X0, . . . ,Xn−1 issues du modèle (1). On suppose les hypothèses H1 à H3 vérifiées, alors si
2−j � O(n1/4),

E
[∥∥f̂j − f

∥∥2
L2

]
� O

(
n−1/2).
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3. Estimation de ϕ

On cherche à estimer la fonction de régression ϕ(x) = E[Xt+1|Xt = x], définie pour f > 0. Si ϕj est l’approxi-

mation de ϕ sur Vj , son estimateur noté ϕ̂j est défini par : ϕ̂j = ĝj /f̂j , f̂j > 0 avec ĝj (x) = ∑2−j −1
k=0 ĉjkΦjk(x) en

posant cette fois-ci ĉjk = 1
n

∑n−1
i=0 ϕ(Xi)Φjk(Xi), comme estimateurs des produits scalaires dans l’approximation de

g sur Vj . La construction de ĝj est identique à celle de f̂j . On peut écrire le résultat suivant :

Théorème 3.1. Soient X0, . . . ,Xn−1 observées du modèle (1). On suppose les hypothèses H1 à H3 vérifiées, alors si
2−j � O(n1/4),

E
[∥∥ϕ̂j − ϕ

∥∥2
L2

]
� O

(
n−1/2).
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