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Résumé

Inspirés par le travail d€encov [N.N.éencov, Le mouvement brownien a plusieurs parametres de M. Lévy et le bruit blanc
généralisé, Teor. Veroyatnost. i Primenen. 3 (1957) 281-282. [1]] sur le mouvement brownien de Lévy a plusieurs paramétres (voil
[P. Lévy, Processus Stochastiques et Mouvement Brownien. Suivi d’'une note de M. Loéve, Gauthier-Villars, Paris, 1948. [4])]),
nous montrons que le bruit blanc sur les droites affines en dimension trois engendre un cocycle de degré deux, dont les restrictior
aux plans ont la loi du drap brownien plan. Nous vérifions que ce cocycle de degré deux est le méme que celui étudié par nou:
dans un précédent travail. Par conséquent nous donnons ici une autre preuve de I'existence du cocycle brownien de degré deux
dimension trois. De plus cette construction est adaptée a la simulation numé&aoqueiter cet article: J. Depauw, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The Brownian cocycle of degree two as white noise on the straight lines of the spadespired by the work ofCencov
[N.N. Cencov, Le mouvement brownien & plusieurs paramétres de M. Lévy et le bruit blanc généralisé, Teor. Veroyatnost. i Prime-
nen. 3 (1957) 281-282. [1]] on multiparameter Lévy’s Brownian motion (see [P. Lévy, Processus Stochastiques et Mouvement
Brownien. Suivi d’une note de M. Loéve, Gauthier-Villars, Paris, 1948. [4]]), we show that the white noise on the straight lines in
dimension three generates a cocycle of degree two, whose restrictions to plans have the law of plane Brownian sheets. We chec
that this degree two cocycle is the same than the one studied by us in a preceding work. Consequently we give here another proc
of the existence of the degree two Brownian cocycle in dimension three. Moreover this construction is adapted to the numerical
simulation.To cite thisarticle: J. Depauw, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans un article précédent [2], nous avons construit un champ aléatoire gaussieriXgngrés indexé par I'en-
semblesS des surfaces triangulaires orientées dRfsavec les propriétés suivantes :
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— laloide(X ) ses est invariante par les isométries affinesife

— pour toute famille finie de triangles orient€s; )1 <, qui forment le bord orienté d'un volume polyédrique, on
ay ;X5 =0ps.;

— siles surfaces triangulairgs, X’ sont dans le méme plan, la covariance(@by, X /) est, au signe pres, l'aire
| X N X'| de Iintersection deX et deX’ : co Xz, X 5) = +| X N X’| (le signe étant positif SE et X/ ont la
méme orientation, négatif sinon).

Les deux premieres propriétés permettent de représenter le champ gaBssiensur I'espace de ses trajectoires,
comme un cocycle de degré 2 pour I'action stationnair@teorrespondant aux translations des surfaces triangulaires
(sur les cocycles de degré 2 d’une actionRfe voir [2] ou [3]). Dans cet article, nous donnons une construction
géométrique de ce champ gaussien, en utilisant le bruit blanc gaussien sur les droites affines ori@hté€gtte
contruction s’étend au bruit poissonien, et a des applications en simulation numérique.

2. Bruit blanc sur les droites affines orientées

Soient (e, e2, e3) la base canonique de I'espaké, et O son origine 0. SoiG le groupe des isométries affines
directes (ou déplacements) @, et H le sous-groupe d& engendré par les translations de vecteur paralléle &
e1 et les rotations d'ax€0, e1). PuisqueH est le sous-groupe qui fixe la droite affine orienték ¢1), I'espace
homogéneG/H est 'espace des droites affines orientée®RdeSoient ¢ et di les mesures de Haar invariantes a
gauche suiG et H. PuisqueG est unimodulaire, il existe une unique mesure sur G/H invariante par l'action
de G, définie par la formule de désintégration de Weil (voir [F}) f (g) dg = fG/H [y f(gh)dhdm(gH). Le bruit
blanc surG/H est le champ gaussien centi#,) indexé par les ensembles borélieasde G/H, défini par la
covariance : cofB4,B4) = m(A N A’). Notons que la mesure, et par suite le bruit blanc, sont définis a une
constante multiplicative prés. Dans la suite, nous appellerons «la» m@saw@riantem celle qui apparait dans le
lemme de Santal6 ci-dessous.

3. Cocycle brownien de degré deux

Le cocycle brownien de degré deux datsest le champ gaussien centtéys) »; indexé par les surfaces triangu-
laires X deR3, défini par la covariance suivante :

1 [N N N
cov(X s, X5/) = / / —5 In||p M| (de(M), de’' (M), (1)
X9y
ol o/ et d’ sont les champs de vecteurs infinitésimaux tangents aux Bdrdst 9 X’. Supposons qué et X/ ne

sont pas contenues pas dans le méme plan. En utilisant la formule de Stokes, on a

COV(X;,Xp):f/%(d&(M),M—M)(d&/(M/),M—)M/), )
S ) sy

oll & et &b’ sont les champs de vecteurs infinitésimaux normaux aux surffiass>’. Si X et X’ sont contenus
dans le méme plan (I'intégrale (2) n’est alors plus définie), la covariance (1) est égale, au signe prégsartiaire
de l'intersection de¥ et deX’ :

cov(Xs, Xs) =42 N (3)
le signe étant positif sE' et X’ ont la méme orientation, négatif sinon (voir [2] pour ces formules).
4. Lien entre bruit blanc et cocycle brownien
Pour toute surface triangulaire orientBec S, notonsA (X)) 'ensemble des droites affines orientées qui coupent

Pour toute droite affine orienté® € A(X), soitv son vecteur normé d’orientation. Seft, (X) (resp.A_(X)) le
sous-ensemble d&(X) défini par I'équation(i, v) > 0 (resp.(ii, v) < 0), olix est le vecteur normal orienté dg.
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Considérons le processus gaussien représentant I'intersection du bruit blanc défini ci-dessus avec le¥ stifaces
C’est le champ gaussi€By) s s, défini par

By =Ba,(z) —Ba_(x)- (4)

Les notions ci-dessus sont bien définies, excepté pour les droites affines tangehtes éelles qui coupent le
bord 9X. Puisque cela forme un ensemble négligeable modylées ensembled | (X) et A_(X) sont définis
modulom, et la loi du cham@gBy) 5 est bien définie.

Notre but est de montrer que les champs gaussiER9 » et (Bx)x ont la méme loi. C'est une conséquence du
théoréme suivant :

Théoréme 4.1. SoientP et P’ deux plans affines orientés différents d&s Soientii et7’ leurs vecteurs normaux

d’orientation. Soientds, do’ leurs éléments infinitésimaux de surface, déduits de la métrique euclidieni® sur
Pour toute droite affine orientéb dansR? transverse a ces deux plans, soidfit M’ les points des intersections de
D avec ces plans. La mesuteinvariantem sur G/H a I'expression suivante

dm(D) = ;_)Kd&(M), MM)\d&' ('), MM')],
2r | MM |4

ouds =rndo etds’ =n'do’.

Ce théoréme est une conséquence directe de I'expression suivante de lanngsanée dans [6] (formule (24.21)
p. 122).

Lemme (Santal6) Soit P un plan affine orienté dar&S. Soitds = 7 do son champ de vecteur normal infinitésimal.
Pour toute droite affine orientéP transverse aP, soit M son intersection aveg, et soitv € D son vecteur normé
direct. La mesur&5-invariantem sur G/ H s'écrit

1, .. RV
dm(D) = Z|<da(M), v)| dv,
oudv est la mesure uniforme sur la sphére de ragon

La constante muItipIicatiV% est choisie pour que la mesure image de la mesungar la projectionD =
(M, V) — M soit la mesure d'airedlde P.

Démonstration du Théoréme 4.1.Considérons, sur I'expression de la mesurdonnée par le Lemme de Santald, le

changement de variable— M’, ouM’ est le point d'intersection de la droite orientBe= (M, v) avec le planP’. La
—_

mesure d'aire sur le plaR’, a M fixé, ayant I'expressionad (M’) = \(nr?zan dv, our = ||[MM’||, on obtient eh(D) =

# [(do’(M"), v){do (M), v)|, ce qui démontre le Théoréme 4.1

Loi du champ(Bx)scs. Considérons le champ gaussigyy) s défini ci-dessus par (4). On a, quels que soiEnt

et X’ deux triangles orientés,

COV(Bx.Bx)= Y Y e/m(A:(2)NAs(X")). (5)

e=*le¢/=41

Pour montrer quéBy) s et (Xx)x ont méme loi, il suffit de montrer que la covariance @y, Bx/) a I'expres-
sion (2) ou (3), suivant qu& et X’ sont dans le méme plan ou non.

Supposons pour commencer giieet X’ sont dans un méme plah. On peut alors supposer qu'ils ont la méme
orientation, c’est-a-dire qu’ils ont méme vecteur normak 77’. On a alorsA.(X) N Ay (X)) =0 sie #£¢'. La
somme (5) suk, ¢’ ci-dessus devient donc c®sy, Bx/) = m(A(X) N A(X’)). Considérons la désintégration de
la mesuren, en M et v, donnée par le Lemme de Santal6. Le domainé&eorrespondant &(X) N A(X’) est
X N X'. Dautre part, aM € X N X’ fixé, la section sui est toute la sphére de rayon 1. On a donc, apres une
premiere intégration ef, m(A(X) N A(X')) = [y 5 do (M), ce qui est bien I'expression (3) attendue.
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Supposons maintenant qiieet X’ sont dans deux plan® et P’ différents. D’aprés le Théoreme 4.1, la somme (5)
s’écrit

COV(By, By/) = / / (06 (M), MM')d' (M"), MM')],
in:ls 27T||MM/||4

chaque intégrale double portant sur les droffes A.(X) N A (X’). On remarque qu’alors le signe’ est exacte-
ment celui qui compense la valeur absolue, et qu’'a chaque caupl&f’) correspond 2 droites orientées. On retrouve
donc I'expression (2) attendue.

5. Extensions

Cette construction peut s’étendre a des surfategui sont des sous-variétés compactes, orientées, a bord, de
classeC®. Soit, pour tout entiek, 'ensembleA (X) des droites affines orientées, dont l'indice algébrique d’inter-
section avec la surfacE estk. D'aprés le théoréme de Sard, les ensemilgs.) sont définis module:. Le champ
d’intersection(Byx) x est alors défini par

+o0
Br= ) kBau(z).
k=—00

La covariance est donnée par la formule (1).

Cette construction peut aussi s'étendre aux dimensions et degrés supérieusy. |®oisemble des simplexes
orientés de dimensiokh deR". Le champ gaussie(Bx) zes, correspondant aux intersections des simplexés,
avec le bruit blanc sur les sous-espaces affines orientés de dimensién est un cocycle brownien de degré
dansR”, c’est-a-dire qu'il vérifie :

— laloi de(By) scs, estinvariante par les isométries affinesiie
— pour toute famille finie de simplexes orient®s ) 1< <k+2 qui forment le bord orienté d’'un simplexe de dimen-

sionk 4+ 1, on aY **Z By, =0p.s.

— si les simplexesz, X’ sont dans Ie méme sous-espace affine de dimeisitancovariance co\By, By') est,
au signe pres, le volumex N X’| de l'intersection de¥ et deX’ : cov(By, Bx/) = +|X N X’| (le signe étant
positif si X et X’ ont la méme orientation, négatif sinon).

Enfin, cette construction s'étend au processus de Poisson sur I'espaGelont la mesure d'intensité est Ceci
permet de généraliser la construction faite dans [5] pour I'approximation et la simulation du mouvement brownien &
plusieurs paramétres de Lévy.
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