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Résumé

Nous étudions le comportement asymptotique du processus empirique d’une fonctionnelle d’un champ gaussien surZ
d , station-

naire et à longue mémoire. La forte dépendance du champ considéré pourra être soit isotrope, comme dans les travaux pr
soit non-isotrope. Dans tous les cas nous trouvons que la limite du processus empirique doublement indexé est dégéné
mesure où elle est, comme lorsqued = 1, de la formef (x)Z(t) oùf est une fonction déterministe etZ un champ aléatoire surZ

d .
Pour citer cet article : F. Lavancier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Empirical process of long memory Gaussian subordinated random fields.We study the asymptotic behaviour of the dou
indexed empirical process of stationary Gaussian subordinated random fields with long-range dependence. Contrary to th
chosen in the pre-existing papers, the long memory is not necessarily isotropic. In all the investigated cases, the limitin
is degenerated insofar as it has the formf (x)Z(t) wheref is the marginal density andZ a random field.To cite this article:
F. Lavancier, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Nous considérons le processus empirique doublement indexé parx ∈ R et t ∈ [0,1]d . Il est défini, à une normali
sation près dépendante den, par

[nt1]∑
k1=1

· · ·
[ntd ]∑
kd=1

[
1{G(Xk1,...,kd

)�x} − F(x)
]
, (1)

oùG est une fonction mesurable et oùF est la fonction de répartition du champ aléatoire(G(Xn))n∈Zd .
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En dimensiond = 1, le processus empirique de variables aléatoires dépendantes a fait l’objet de nombreuse
parmi lesquelles [1–3,6–8]. Il est étudié dans [3] sous l’hypothèse oùX est gaussien et où sa fonction de covaria
vérifier(h) = hαL(h) où−1< α < 0 et oùL est une fonction à variation lente à l’infini. Dans ce contexte, les au
montrent la dégénérescence asymptotique du processus limite, celui-ci ayant la formef (x)Z(t), oùf est une fonction
déterministe etZ un processus stochastique.

Ce comportement, en dimensiond = 1, semble être une caractéristique exclusive des processus à longue m
et l’on peut se demander si cette dégénérescence persiste dans le cadre plus large des champs.

En dimensiond quelconque, la convergence de (1) est étudiée ent = 1 dans [5] lorsqueG est la fonction identité e
lorsque le champ stationnaireX est linéaire et à longue mémoire isotrope. Ce travail montre la même dégénére
asymptotique du processus empirique que celle qui se produit en dimensiond = 1.

Dans le Corollaire 3.1, nous reprenons l’étude de [5] et montrons, pour un champ gaussien à longue
isotrope, et pour une fonctionG quelconque, la convergence du champ (1) proprement normalisé dans l’e
D(�R × [0,1]d). Ce travail étend donc aux dimensionsd � 2 celui de [3]. Nous supposons ensuite, dans les Co
laires 3.2 et 3.3, que le champX est linéaire, gaussien et qu’il est à forte dépendance non-isotrope. Nous étab
alors la convergence dansD(�R × [0,1]d) du processus empirique proprement normalisé lorsque le rang de He
de1{G(X1)�x} − F(x) vaut 1.

L’ensemble de ces résultats repose sur le principe de réduction uniforme introduit dans [3], que nous gén
dans le Théorème 2.1. Il lie le comportement asymptotique du processus empirique d’un champ aléatoire
mémoire à celui de ses sommes partielles. Nous nous appuierons donc sur le comportement asymptotique d
partielles obtenu en longue mémoire isotrope dans [4] et en longue mémoire non-isotrope dans [9].

2. Principe de réduction uniforme

Soit (Xj )j∈Zd un champ gaussien stationnaire de fonction de covariancer tel quer(0) = 1. SoitG une fonction
mesurable. On considère le développement suivant sur la base des polynômes de Hermite :

1{G(Xj )�x} − F(x) =
∞∑

q=m

Jq(x)

q! Hq(Xj ), (2)

oùF(x) = P(G(X1) � x) est la fonction de répartition deG(X1). LesHq sont les polynômes de Hermite de degrq

et

Jq(x) = E
[
1{G(X1)�x}Hq(X1)

]
. (3)

m est appelé le rang de Hermite de la fonction1{G(X1)�x} − F(x). En posantAn = {1, . . . , n}d , soit

Rn(x) =
∑
j∈An

[
1{G(Xj )�x} − F(x) − Jm(x)

m! Hm(Xj )

]
. (4)

Théorème 2.1.Avec les notations précédentes, soit

d2
N = Var

( ∑
j∈AN

Hm(Xj )

)
= m!

∑
j,k∈A2

N

rm(k − j). (5)

SidN → ∞, on a, pour toutδ > 0 et toutn � N ,

P
(

sup
x

d−1
N

∣∣Rn(x)
∣∣ > ε

)
� C(ε)Nδd−2

N

∑
j,k∈A2

N

∣∣r(k − j)
∣∣m+1 + d2

n

N2d
, (6)

oùC(ε) est une constante positive qui dépend deε.

Démonstration. La preuve s’appuie sur un argument de chaînage selon le même schéma que dans la démo
du principe de réduction uniforme se trouvant dans [3]. Les détails se trouvent dans [10].�

Si l’on connaît la distribution limite ded−1
N

∑
j∈AN

Hm(Xj ), l’inégalité (6) nous fournit le comportement asym
totique du processus empirique (1) dès que le majorant dans (6) tend vers 0 lorsqueN tend vers l’infini.
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3. Application à diverses situations de forte dépendance

Nous présentons des corollaires dans lesquels les conditions du Théorème 2.1 sont remplies, nous fou
loi limite de (1). Le premier concerne des champs à longue mémoire isotrope étudiés dans [4]. Les autres co
des situations de longue mémoire non isotrope : nous considérons d’une part des champs à longue mémo
produit et d’autre part des champs dont la densité spectrale est singulière sur des sous espaces linéaires de[−π,π]d .

Corollaire 3.1 (longue mémoire isotrope). En conservant les notations précédentes, supposons que(Xn) admet
comme fonction de covariance

r(k) = |k|−αL
(|k|)b

(
k

|k|
)

,

avecr(0) = 1, où0< mα < d , où |k| = ∑d
i=1 |ki | et oùL est une fonction à variation lente à l’infini etb une fonction

continue sur la sphère unité deRd .
Alors

1

nd−mα/2(L(n))m/2

[nt1]∑
j1=1

· · ·
[ntd ]∑
jd=1

[
1{G(Xj )�x} − F(x)

] D(�R×[0,1]d )�⇒ Jm(x)

m! Zm(t),

où la convergence a lieu dansD(�R × [0,1]d) muni de la topologie uniforme et de la tribu engendrée par les bo
ouvertes et oùZm représente le processus de Hermite de degrém.

Démonstration. Sous les conditions du Corollaire 3.1, le majorant dans (6) tend vers 0 lorsqueN tend vers l’infini.
Le comportement asymptotique de (1) est donc dicté par celui des sommes partielles deHm(Xj ). D’après [4], ces
sommes partielles convergent versZm. �

Pour les résultats concernant la longue mémoire non-isotrope, nous supposons que le rang de Hermite de
1{G(Xn)�x} − F(x) vaut 1 (c’est par exemple le cas lorsqueG est la fonction identité). Notre démarche s’appuie
effet sur l’inégalité (6) qui nécessite la limite des sommes partielles deHm(Xj ) ; lorsqueX est à longue mémoire no
isotrope, le comportement de ces sommes partielles est obtenu dans [9] dans le cas oùm = 1.

Corollaire 3.2 (longue mémoire non-isotrope de type produit). Soit(εn)n∈Zd un bruit blanc gaussien. On considè
le champ linéaire

Xn =
∑
k∈Zd

akεn−k,

où les(ak) sont, à une constante normalisatrice près garantissantVar(X1) = 1, les coefficients de Fourier du filtre

a(λ) =
d∏

j=1

s(λj )|λj |αj ,

où, pour toutj , −1/2< αj < 0 et oùsj est bornée, continue en 0 tel quesj (0) �= 0.
On suppose que le rang de Hermite de la fonction1{G(Xn)�x} − F(x) vaut1.
Alors,

1

n
d/2−∑d

j=1 αj

[nt1]∑
j1=1

· · ·
[ntd ]∑
jd=1

(
1{G(Xj )�x} − F(x)

) D(�R×[0,1]d )�⇒ J1(x)

∫

Rd

d∏
j=1

sj (0)|λj |αj
eitj λj − 1

iλj

dW(λ),

où J1 est défini par(3), oùW est le champ spectral associé au bruit blanc gaussien et où la convergence a lie
D(�R × [0,1]d) muni de la topologie uniforme et de la tribu engendrée par les boules ouvertes.

Démonstration. Comme dans le Corollaire 3.1, la convergence donnée dans le Corollaire 3.2 est issue du co
ment asymptotique des sommes partielles de(Xj ). On le trouve dans [9]. �
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Nous donnons enfin un résultat de convergence dans le cas de champs gaussiens dont la densité sp
singulière sur un sous espace linéaire de[−π,π]d .

Corollaire 3.3. Soit(εn)n∈Zd un bruit blanc gaussien. On considère le champ linéaire

Xn =
∑
k∈Zd

akεn−k,

où les(ak) sont, à une constante normalisatrice près garantissantVar(X1) = 1, les coefficients de Fourier du filtre

a(λ) =
∣∣∣∣∣

d∑
i=1

ciλi

∣∣∣∣∣
α

, −1

2
< α < 0,

oùλ = (λ1, . . . , λd) et (c1, . . . , cd) ∈ R
d .

On suppose que le rang de Hermite de la fonction1{G(Xn)�x} − F(x) vaut1.
Alors, quelque soit−1< 2α < 0 lorsqued � 3 et sous la restriction− 1

d−2 < 2α < 0 lorsqued � 4,

1

nd/2−α

[nt1]∑
j1=1

· · ·
[ntd ]∑
jd=1

(
1{G(Xj )�x} − F(x)

) D(�R×[0,1]d )�⇒ J1(x)

∫

Rd

a(λ)

d∏
j=1

eitj λj − 1

iλj

dW(λ),

où J1 est défini par(3), oùW est le champ spectral associé au bruit blanc gaussien et où la convergence a lie
D(�R × [0,1]d) muni de la topologie uniforme et de la tribu engendrée par les boules ouvertes.

Démonstration. Sous les hypothèses du Corollaire 3.3, le majorant dans (6) est asymptotiquement nul. Le ré
convergence de ce corollaire se déduit donc de la convergence des sommes partielles de(Xj ) montrée dans [9]. �
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