
1/

éfinies
ns
ise la
rmation de

es of
d
and
erson, the

bruch–
e

chnology
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006) 325–328
http://france.elsevier.com/direct/CRASS

Géométrie algébrique

Classes de Hirzebruch et classes de Chern motiviques

Jean-Paul Brasseleta, Jörg Schürmannb, Shoji Yokurac,1

a IML, case 907, Luminy, 13288 Marseille cedex 9, France
b Westf. Wilhelms-Universität, SFB 478 “Geometrische Strukturen in der Mathematik”, Hittorfstr. 27, 48149 Münster, Allemagne

c Department of Mathematics and Computer Science, Faculty of Science, University of Kagoshima,
21-35 Korimoto 1-chome, Kagoshima 890-0065, Japon

Reçu le 30 septembre 2004 ; accepté après révision le 21 décembre 2005

Disponible sur Internet le 18 janvier 2006

Présenté par Bernard Malgrange

Résumé

Étant donnée une variété algébrique complexeX, nous introduisons de nouvelles théories de classes caractéristiques, d
sur le groupe de Grothendieck relatif des variétés algébriques complexes surX, construit et étudié par Looijenga et Bittner da
le cadre de l’intégration motivique. L’une d’entre ellesTy est une version homologique de la mesure motivique et général
caractéristique d’Hirzebruch correspondante. Elle unifie la transformation de Chern de Schwartz–MacPherson, la transfo
Todd de Baum–Fulton–MacPherson et la transformation deL-classe de Cappell–Shaneson.Pour citer cet article : J.-P. Brasselet
et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Hirzebruch classes and motivic Chern classes. Let X be a complex algebraic variety. We define and study new theori
characteristic classes, defined on the relative Grothendieck group of complex algebraic varieties overX as introduced and studie
by Looijenga and Bittner in relation to motivic integration. One of them,Ty is a homology class version of the motivic measure
generalizes the corresponding Hirzebruch characteristic. It unifies the Chern class transformation of Schwartz and MacPh
Todd class transformation of Baum–Fulton–MacPherson and theL-class transformation of Cappell–Shaneson.To cite this article:
J.-P. Brasselet et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006).
 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Théorie classique

Afin de fixer les notations et le contexte de nos résultats, rappelons tout d’abord le théorème d’Hirze
Riemann–Roch généralisé [7]. On considère une variété projective complexe lisseX et un fibré vectoriel holomorph
E surX. La χy -caractéristique deE est définie par :
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χy(X,E) :=
∑
p�0

χ
(
X,E ⊗ ∧pT ∗X

) · yp =
∑
p�0

(∑
i�0

(−1)i dimC Hi
(
X,E ⊗ ∧pT ∗X

)) · yp,

oùT ∗X désigne le fibré cotangent holomorphe deX. Alors, on a

χy(X,E) =
∫
X

t̃d(y)(T X) · ch(1+y)(E) ∩ [X] ∈ Q[y],

où

t̃d(y)(T X) :=
dimX∏
i=1

Qy(αi) et ch(1+y)(E) :=
rkE∑
j=1

eβj (1+y) .

Ici, lesαi sont les racines de Chern du fibré tangentT X et lesβj sont les racines de Chern deE, enfin,Qy(α) est la
série normalisée

Qy(α) := α(1+ y)

1− e−α(1+y)
− αy ∈ Q[y][[α]],

laquelle est égale à 1+ α poury = −1, à α
1−e−α poury = 0 et à α

tanh(α)
poury = 1.

La classe de Todd modifiéẽtd(y)(T X) coïncide donc avec la classe totale de Chernc∗(T X), poury = −1, avec la
classe totale de Toddtd∗(T X), poury = 0, et avec laL-classe totale de Thom–HirzebruchL∗(T X), poury = 1.

Dans toute la suiteX désignera une variété algébrique complexe réduite et les groupes d’homologieH∗(X) dé-
signeront ou les groupes de Chow ou les groupes d’homologie de Borel–Moore. On remarquera cependa
constructions suivantes peuvent être faites dans un cadre plus général d’un corps de basek de caractéristique zéro.

NotonsG0(X) le groupe de Grothendieck des faisceaux cohérents surX. L’homomorphisme de groupes

td(1+y) :G0(X) ⊗ Z[y] −→ H∗(X) ⊗ Q
[
y, (1+ y)−1]; td(1+y)

([F]) :=
∑
i�0

tdi

([F]) · (1+ y)−i ,

où tdi est la composante de degréi de la transformation de Toddtd∗ (voir [1]) linéairement étendue surZ[y], commute
aux images directes propres. Par [10], on a :

Lemme 1.1. SiX est lisse de dimension pure, on a

td(1+y)

(
λy(T

∗X) ∩ [OX]) = t̃d(y)(T X) ∩ [X] ∈ H∗(X) ⊗ Q[y].

Ici λy :K0(X) → K0(X) ⊗ Z[[y]] est laλ-classe totale sur le groupe de GrothendieckK0(X) des faisceaux cohé
rents localement libres surX [6] et le cap-produit∩[OX] :K0(X) → G0(X) est un isomorphisme (X est lisse).

2. Les classes motiviques

SoitK0(var/X) le groupe de Grothendieck relatif des variétés algébriques surX, c’est-à-dire le quotient du group
abélien libre des classes d’isomorphisme de morphismes algébriquesY → X, modulo la relation d’additivité engen
drée par

[Y −→ X] = [Z −→ Y −→ X] + [Y \ Z −→ Y −→ X]
pour Z un sous ensemble algébrique fermé deY . Ces groupes relatifs ont été introduits par Looijenga et étu
par Bittner [2]. De notre point de vue, il s’agit de la version motivique du groupe des fonctions algébriqu
constructiblesF(X). En particulier, pour toute application algébriquef :X′ → X, non nécessairement propre,
définit l’image directe fonctoriellef! parf!([h :Z → X′]) = [f ◦ h :Z → X].

Les trois théorèmes suivants caractérisent trois transformations motiviques :

Théorème 2.1. La transformatione :K0(var/•) → F(•) définie par

e
([f :Y −→ X]) := f!1Y

est l’unique transformationK0(var/•) → F(•) commutant aux images directes pour les applications propres et
quee([idX]) = 1X pourX lisse et de dimension pure.
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L’homomorphismee permet d’étendre la définition de la transformation de Chern–Schwartz–MacPh
c∗ :F(X) → H∗(X) (voir [8]) à K0(var/X). On a :

Théorème 2.2. Il existe une unique transformation

mC∗ :K0(var/•) −→ G0(•) ⊗ Z[y],
commutant aux images directes pour les applications propres et satisfaisant, pourX lisse et de dimension pure,
condition de normalisation

mC∗
([idX]) =

dimX∑
i=0

[∧iT ∗X
] · yi = λy

([T ∗X]) ∩ [OX].

Une construction explicite demC∗, utilisant la théorie des modules algébriques de Hodge mixtes de M. Saito
complexe de Du Bois [5], est donnée dans [3].

On remarquera quemC0 est l’unique transformationK0(var/•) → G0(•) commutant aux images directes po
les applications propres et telle quemC0([idX]) = [OX] pourX lisse et de dimension pure. L’homomorphismemC0
permet d’étendre, àK0(var/X), la définition de la transformation de Toddtd∗ de Baum–Fulton–MacPherson [1].

NotonsΩ(X) le groupe de cobordisme des complexes de faisceaux auto-duaux surX ([4] et Section 4 de [3])
On a :

Théorème 2.3. Il existe une unique transformation

sd: K0(var/•) −→ Ω(•),

commutant aux images directes pour les applications propres et telle que

sd
([idX]) = [

QX

[
2 dim(X)

]]
pourX lisse et de dimension pure.

La preuve du théorème utilise la description deK0(var/X) donnée dans [2], (basée sur le « théorème de
torisation faible »). L’homomorphismesd permet d’étendre la définition de la transformationL∗ de L-classe de
Cappell–Shaneson [4,9] àK0(var/X).

3. La transformation Ty

Théorème 3.1. Il existe une unique transformation

Ty :K0(var/•) −→ H∗(•) ⊗ Q[y],
commutant aux images directes pour les applications propres et satisfaisant la condition de normalisation

Ty

([idX]) = t̃d(y)(T X) ∩ [X]
pourX lisse et de dimension pure.

Les propriétés suivantes montrent que la transformationTy est un « motif » pour les trois transformationsc∗, td∗
etL∗ :

Propriété 1. On a un diagramme commutatif:

F(X)

c∗

K0(var/X)
e mC0

Ty

G0(X)

td∗

H∗(X) ⊗ Q H∗(X) ⊗ Q[y]y=−1 y=0
H∗(X) ⊗ Q.



328 J.-P. Brasselet et al. / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 342 (2006) 325–328

u-
s de
s, alors

ts

G/0503492.

0

Propriété 2. PourX compact on a un diagramme commutatif:

K0(var/X)

Ty

sd
Ω(X)

L∗

H∗(X;Z) ⊗ Q[y] y=1
H∗(X;Q),

où L∗ est laL-classe homologique de Cappell–Shaneson[4] telle que reformulée par Yokura[9] (comme corrigé
dans la Section4 de[3]).

Nous introduisons la classe de Hirzebruch deX parTy(X) := Ty([idX]). En particulier, pour toute variété sing
lière X, on aT−1(X) = c∗(X). Si la variété algébrique complexeX a au plus des singularités de Du Bois au sen
Steenbrink, par exemple siX a seulement des singularités rationnelles, ce qui inclut le cas des variétés torique
mC0([idX]) = [OX] ∈ G0(X) et doncT0(X) = td∗(X) := td∗([OX]). Cependant, en général,T0(X) n’est pastd∗(X)

etT1(X) n’est pasL∗(X) := L∗([ICX]). Le Lemme 1.1 montre la

Propriété 3. La transformation naturelleTy est donnée par la composition

Ty = td(1+y) ◦ mC∗ :K0(var/X) −→ H∗(X) ⊗ Q[y] ⊂ H∗(X) ⊗ Q
[
y, (1+ y)−1].

La classe de Chern motiviquemC∗ est donc un relèvement naturel de la transformationTy .

On obtient donc le diagramme suivant, montrant que la classemC∗ s’obtient à partir dec∗, par des relèvemen
successifs :

K0(var/X)

mC∗

K0(var/X)

Ty

e
F (X)

c∗

G0(X) ⊗ Z[y] td(1+y)
H∗(X) ⊗ Q

[
y, (1+ y)−1

] ⊃ H∗(X) ⊗ Q[y] y=−1
H∗(X) ⊗ Q.
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