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Résumé

Etant donnée une variété algébrique compl&xarous introduisons de nouvelles théories de classes caractéristiques, définies
sur le groupe de Grothendieck relatif des variétés algébriques complex®s somstruit et étudié par Looijenga et Bittner dans
le cadre de l'intégration motivique. L'une d’entre ellEg est une version homologique de la mesure motivique et généralise la
caractéristique d’Hirzebruch correspondante. Elle unifie la transformation de Chern de Schwartz—MacPherson, la transformation d
Todd de Baum—Fulton—MacPherson et la transformatioh-gtasse de Cappell-ShanesBour citer cet article: J.-P. Brasselet
etal.,, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Hirzebruch classes and motivic Chern classes. Let X be a complex algebraic variety. We define and study new theories of
characteristic classes, defined on the relative Grothendieck group of complex algebraic varieties®watiroduced and studied
by Looijenga and Bittner in relation to motivic integration. One of thé&inis a homology class version of the motivic measure and
generalizes the corresponding Hirzebruch characteristic. It unifies the Chern class transformation of Schwartz and MacPherson, th
Todd class transformation of Baum—Fulton—MacPherson and-tlass transformation of Cappell-Shanestncite this article:
J.-P. Brasselet et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Théorieclassique

Afin de fixer les notations et le contexte de nos résultats, rappelons tout d’abord le théoréme d’Hirzebruch—
Riemann—Roch généralisé [7]. On considére une variété projective complex® kgam fibré vectoriel holomorphe
E surX. La yx,-caractéristique d& est définie par :
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Xy(X,E):Z (X, E® APT*X) P—Z Z( 1)"dime H (X, E® APT* X))
p=0 p=0 >0

ouT*X désigne le fibré cotangent holomorpheXeAlors, on a

xy(X, E) =/ta\(;)(TX) “Chagy (E) N[X] € Qly],

X
ou
dimX rkE
tdoy(TX) == [[ Qy(@) et chayy(E):=> ).
i=1 Jj=1

Ici, lesa; sont les racines de Chern du fibré tangEnt et lesg; sont les racines de Chern dg enfin, 0, («) est la
série normalisée

1
0y@) = 720

1 _ e—a(l+y) - ay € Q y][[a]]
laquelle est égale a-t o poury = —1, ag—¢= poury =0 et atanh 5 poury = 1.

La classe de Todd modifiéd(y)(TX) coincide donc avec la classe totale de Ché(T X), poury = —1, avec la
classe totale de Todd*(7 X), poury = 0, et avec la_-classe totale de Thom—Hirzebrugk(7 X), poury = 1.

Dans toute la suit& désignera une variété algébrique complexe réduite et les groupes d’homalggie dé-
signeront ou les groupes de Chow ou les groupes d’homologie de Borel-Moore. On remarquera cependant que |
constructions suivantes peuvent étre faites dans un cadre plus général d’'un corpskdeebeemctéristique zéro.

NotonsGo(X) le groupe de Grothendieck des faisceaux cohérent& stthomomorphisme de groupes

tdaty): Go(X) ® Zy] — Ho(X) @ Qy, A+ tdapy (1F]) 1= Yt (171) - @+ ),
i=0

outd; estla composante de degrée la transformation de Todd, (voir [1]) linéairement étendue siiy], commute
aux images directes propres. Par [10],on a:

Lemme 1.1. Si X est lisse de dimension pure, on a
td(14) (2y (T X) N [Ox]) =tdi,) (T X) N [X] € Hy(X) ® Qly].

Ici Ay KO(X) — KO(X) ® Z[[y]] est lar-classe totale sur le groupe de Grothendi&XX) des faisceaux cohé-
rents localement libres su¢ [6] et le cap-produin [Ox]: K9(X) — Go(X) est un isomorphismeX( est lisse).

2. Lesclassesmotiviques

SoitKg(var/ X) le groupe de Grothendieck relatif des variétés algébriquek stiest-a-dire le quotient du groupe
abélien libre des classes d’isomorphisme de morphismes algébiiqueX’, modulo la relation d’additivité engen-
drée par

[Y —X]=[Z—Y — X]|+[Y\Z— Y — X]

pour Z un sous ensemble algébrique ferméxleCes groupes relatifs ont été introduits par Looijenga et étudiés
par Bittner [2]. De notre point de vue, il s'agit de la version motivique du groupe des fonctions algébriquement
constructiblesF (X). En particulier, pour toute application algébriqyie X’ — X, non nécessairement propre, on
définit I'image directe fonctorielld; par fi([h: Z — X'))=[f oh: Z — X].

Les trois théorémes suivants caractérisent trois transformations motiviques :

Théoréme 2.1. La transformatiore : Ko(var/e) — F(e) définie par
e(lf:Y — X1):= fily

est I'unique transformatiorkg(var/e) — F(e) commutant aux images directes pour les applications propres et telle
quee([idx]) = 1x pour X lisse et de dimension pure.
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Lhomomorphismee permet d'étendre la définition de la transformation de Chern-Schwartz—MacPherson
¢k F(X) — H.(X) (voir [8]) a Ko(var/X).Ona:
Théoreme 2.2. Il existe une unique transformation
mCy: Ko(var/e) —> Go(e) ® Zl[y],

commutant aux images directes pour les applications propres et satisfaisantXplase et de dimension pure, la
condition de normalisation

dim X
mCi(lidx]) = Y [A'T*X]-y" =, (IT*X1) N [Ox].
i=0

Une construction explicite daC,, utilisant la théorie des modules algébriques de Hodge mixtes de M. Saito ou le
complexe de Du Bois [5], est donnée dans [3].

On remarquera queCq est I'unique transformatioikp(var/e) — Go(e) commutant aux images directes pour
les applications propres et telle gueo([idx]) = [Ox] pour X lisse et de dimension pure. Lhomomorphism€
permet d'étendre, g(var/ X), la définition de la transformation de Totit) de Baum—Fulton—MacPherson [1].

Notons£2(X) le groupe de cobordisme des complexes de faisceaux auto-duadx(firet Section 4 de [3]).
Ona:

Théoreme 2.3. Il existe une unique transformation
sd: Ko(var/e) —> $2(e),
commutant aux images directes pour les applications propres et telle que
sd([idx 1) = [Qx[2dim(X)]]
pour X lisse et de dimension pure.
La preuve du théoréme utilise la description Kg(var/X) donnée dans [2], (basée sur le «théoreme de fac-

torisation faible »). Lhomomorphismed permet d'étendre la définition de la transformatibp de L-classe de
Cappell-Shaneson [4,9]Kg(var/ X).

3. Latransformation 7,

Théoreme 3.1. Il existe une unique transformation
Ty:Ko(var/e) —> H.(e) ® Qlyl,
commutant aux images directes pour les applications propres et satisfaisant la condition de normalisation
Ty (lidx1) = tdey) (T X) N [X]
pour X lisse et de dimension pure.
Les proprietés suivantes montrent que la transforméfjoast un « motif» pour les trois transformations td,
etL,:
Propriété 1. On a un diagramme commutatif

F(X)=—% Ko(var/X)—"@ __ Go(X)

l 1 Tyl lm*

H.(X) ® Q<"""H,(X) ® Qly] =2 H,(X) ® Q.
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Propriété 2. Pour X compact on a un diagramme commutatif

Ko(var/X)—39 2(X)

if). 1 lL*

y

H.(X;Z) ® Qlyl =—= H.(X; Q),

ou L, est laL-classe homologique de Cappell-Shanegtrielle que reformulée par Yokuf&] (comme corrigé
dans la Sectiod de[3]).

Nous introduisons la classe de HirzebruchXear 7, (X) := Ty([idx]). En particulier, pour toute variété singu-
liere X, on aT_1(X) = c,(X). Si la variété algébrique compleX€a au plus des singularités de Du Bois au sens de
Steenbrink, par exemple Xi a seulement des singularités rationnelles, ce qui inclut le cas des variétés toriques, alors
mCo([idx]) = [Ox] € Go(X) et doncTp(X) =td,(X) :=1td,([Ox]). Cependant, en générdh(X) n'est padd, (X)
etT1(X) n'est pasL,(X) := L,([ZCx]). Le Lemme 1.1 montre la

Propriété 3. La transformation naturelld’, est donnée par la composition
Ty =td(14y) omCy: Ko(var/X) — H.(X) ® Qly] C H,(X) ® Q[y, 1+ y)*l].

La classe de Chern motiviquweC, est donc un relevement naturel de la transformafipn

On obtient donc le diagramme suivant, montrant que la clasSgs’obtient a partir de,, par des reléevements
successifs :

Ko(var/ X) Ko(var/X) £ F(X)

e - -

(I+y)

Go(X) ® ZIy] —2 H,(X) ® Q[y, (1+ ™Y 5 Ho(X) @ Qly] > H.(X) ® Q.
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