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Résumé

Soit E une courbe elliptique, R un systeme de racines réel en dimension tridideagroupe de Weyl associé. Ce groupe fini agit
naturellement SUE ® Q(R) et le quotient est un espace projectif avec poids. Bgit= W N SL3(C). Le quotientE @ Q(R)/ W4
admet deux résolutions crépantes naturelles. L'une est le résultat d’un processus de désingularisation di a Jung, et l'autre est
schéma de Hilbert équivariant. Pour les comparer, nous calculons les fibres de ces résolutions au dessus de chaque point singuli
Nous exhibons un phénomeéne de correspondance de McKay lors de la résolution par le schéma de Hilbert, et une nouvelle famill
de fibrés suriE indéxée par leW-schéma de HilbertPour citer cet article: S. Térouanne, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342
(2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réserves.

Abstract

Resolution of non-Abelian three-dimensional singularitiesLet E be an elliptic curve and R be a real three dimensional root
system. LetW be the Weyl group associated to R. Dendite = W N SL3(C). The quotientE ® Q(R)/ W4 admits two natural
crepant resolutions. One is the result of a Jung process of desingularization of singularities, the other the equivariant Hilbert scheme
To compare these resolutions, we calculate the fibres over any singular point in both cases. We exhibit a McKay correspondenc
phenomenon for the Hilbert scheme resolution and construct a new family of vector bundigsaoametrized by th&/ -Hilbert
schemeTo citethisarticle: S. Térouanne, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 342 (2006).
0 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Situation

Soit R un systéme de racines réel de dimensiat O (R) le réseau engendré par R. Le groupe de Wy W (R)
agit naturellement sud = E ® Q(R), et d'apres un théoréme de Looijenga, le quotient est un espace projectif avec
poids [1]. SoitW,. = WNSL,(C). La variété quotient /W est singuliére, et il s’agit d'un revétement double ramifié
deA/W =P(as, ..., a,).

Dans le cas de la dimension trois, Bertin et Markushevich ont démontré que I'on peut résoudre les singularités de
A/ W, par une variété de Calabi—-Yau grace a la méthode de Jung [2]. Par ailleurs, d’apres le théoréme de Bridgelanc
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Tableau 1
Parameétres pour le processus de Jung

R Wi Anti-invariant Equation du Graphe dual de la fibre

lieu de branchement dans la résolution par Jung
Al X AL X Aq 727 x 7.] 27 xyz uvw oo
A1 % Ap G3=D3 x(y3 =23 u(w? — 43) o~ o
A1 x B Dy xyz(y% — %) uw(? — 4w)

OUo—e—o——o

A]_ X G2 DB x(y6 — ZG) u(wz — 41}6) e—e —o o o
A3 Ay @2 =) (%~ A2 - x?) Fag v, w) '\—/‘
B3 Sy AB3 fB3(u,v,w) oo o

King et Reid, leW_-schéma de Hilbert da résout également ces singularités de facon crépante [3]. Localement, la
situation est celle de la singularité a I'origine du quoti&df W (R') ou R est un sous systéme de racines de R.

Dans les Sections 2 et 3, on étudie la situation locale en dimension trois. On y compare ces deux résolutions ¢
décrivant les fibres au dessus de la singularité logaté W (R), 0). Dans le paragraphe 4, on démontre que la famille
de fibrés sult indexée par eV -schéma de Hilbert dd n’est pas I'image réciproque de la famille universelle de
Friedman, Morgan et Witten.

2. Résolution par la méthode de Jung

Théoreme 2.1]6]. SoitR un systéme de racines de dimension troid¥et= W(R) N SL3(C). Le processus de Jung
permet de résoudre la singularité a I'origine de® Q(R)/ W, de fagon crépante. Le Tableduécapitule I'équation
du lieu de branchement et la configuration de la fibre au dessus de I'origine.

Dans le Tablead fa,(u,v, w) = u?v? — 4u3v2 — 4wB + 18uv?w — 27v?, fs(u, v, w) = wWw?v? — 4uBw — 3+
18uvw — 27w?), et Ap, = xyz(x2y?(x? — y2) + x%22(z% — x?) + y222(y% — 79)).

On remarque que dans le cas x Bo, la configuration de la fibre dépend de I'ordre choisi dans les éclatements
successifs des composantes du lieu singulieB de

3. Résolution par le schéma de HilbertW . -équivariant

Déterminer la fibre au-dessus de l'origine #{,_(R)-schéma de Hilbert dé\3 revient & déterminer la struc-
ture de I'ensemble des idéauxc Clx, y, z] tels queClx, y, z]/I soit la représentation réguliere @&, (R). Soit
Iy, lidéal engendré par les polyndbmes non-constants de la sous-algebre des polynémes invariints giar
Sw, =Clx, y, z]/Iw, I'algébre coinvariante d€[x, y, z]. Alors 'ensemble des idéaux d&x, y, z] définissant une
W,.-grappe deA® est en correspondance biunivoque avec I'ensemble des ideatyx, deéfinissant unév. -grappe
de SpecSy, ). L'algébre Sy, étant de dimension finie égale a Caitd — 1, on peut calculer la fibre au dessus de
I'origine cas par cas.

Exemple.R = Bs. L'idéal Iy, est engendré par les polyndmgs= x? + y2 + 22, fa = x°y? + x%y% + y%2?, fo=
x2y2z2 et A = xyz(x2y?(x? — y?) +x27%(z% — x?) + y?z2(y? — z%)). L'algébreSy, estde dimension 47 & admet
une représentation irréductible non triviale de dimensios,ume de dimension deuk et deux de dimension trois
¥ etey. On décompose l'algebre gradug, en représentations irréductibles, et on choisit une Bag$el pour
chaque exemplaire de la représentapoen degré. Par exemple, notons

B.[31= (372}, Baldl=|3*7%), Byl4l={7%z, i3z, 2572},
Bey[41={52(52 — 22), 52(z2 = 72), i5(#2 = 7%)},  Bey[51={7° 3°,2%},
By[5] = {%yz(2* = %), 5yz(¥* = 7%)},  Byl5l = {%°(3 - 2%), 3°(z* - ). 22(x% - 7))},
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Tableau 2
Parametres pour le schéma de Hilbert équivariant
R W4 Diagramme de McKay Graphe dual de la
fibre dansi., -Hilb (A3)
A x A1 x Aq 727 x 7./ 2Z X2 X3 X2 X3
;XA ;X4
A1 x A G3=D3 j EP 2] P P
*—o
. /
A1 X By Dy 4 0 o Py p "
Y3 P3
.
A1 x Go Dg * : P2 P Pa v :P2 P [
3 s
A3 Ag (Z Y3 (P Y3
0 0
B3 Sy " R " .
ey 3 [

B.[6] = {¥*72(¥% — 7°) + 2222(z2 - 32) + 3%2%(53° - 29)}.  Byl6]= [%2% #%2% %5°),
Bey[6] = {¥252(5% — 22), #7%2(2% — ¥9), ¥522(¥2 — 79) ).
On démontre alors le résultat suivant :

Proposition 3.1. Les quatre familles suivantes indexées pardécrivent exactement I'ensemble des idéaux définis-
sant uneW..-grappe deA2 de support l'origine.

Is(a : b) =(aBe[3]+ bB[6], By[5], By [4], Bey[5l, f2. fa. fo. By 6], Bey [6],d° > 7),

Iy (a:b) =(aByl41+ bBy[5], Bs[5], Bey (5], f2, fa,d° > 6),

Iey (a2 b) =(aBey 4]+ bBey (5], Bo[5), Byl[5l, f2, fa,d° > 6),

Ig(a : b) ={aBy[4] + bBy[5], By[5], Bey (5], f2, fa.d° > 6).
Deplus,onal,(0:1) =1y (1:0) etly;(0:1) = Iy (0: 1) = 15(0: 1).

Par ailleurs, pour tout sous-groupe finic SL, (C), on peut définir le diagramme de McKay 6¢4]. Le théoréme
suivant, est une extension a la dimension trois du résultat de McKay pour les sous-groupes fini@te SL

Théoréme 3.2[6]. SoitR un systéme de racines de dimension troig¥et= W (R) N SL3(C). La singularitéA3; w
est résolue de fagon crépante par le schéma de Hilbert équivariant et la fibre au dessus de I'origine a la configuration
du diagramme de McKay du sous-grouye de SLz(C) auquel on retire les boucles, ce que récapitule le TabRau

4. Famille de fibrés vectoriels

Friedman, Morgan et Witten redémontrent le théoréme de Looijenga en termes de fibrés vectoriels. Dads, les cas
(respectivemenB,,), ils construisent grace a la construction spectrale une famille de fibrés vectoriélsraigxée
parW-Hilb(A), qui s’avére étre la famille universelle des @Wibrés (respectivement &)-fibrés) réguliers semi-
stables suf [5].
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Soit E une courbe elliptique e un schéma projectif lisse. La construction spectrale permet d’associer un fibré
vectoriel & un coupl€Z, g) ou Z est une grappe dd et g est un morphisme d&€ dansE. Notons P I'image
schématique dg. Le support deP est fini, et on note Sug@®) = {p1, ..., p,}. Pour touti, posonsZ; = g~ 1(p;).

Enfin, soitl’, le graphe deg. Alors pour touti, Z; x {p;} et I'; sont des diviseurs de Cartier sfirx E et on peut
définir le faisceau localement libre

Ly =Om<rg =Y Zix {pl-}).

Alors po . (L,) est un faisceau localement libre de ravigur E.

Supposons qué& est supporté par un poiate A. Alors I'image schématiqu@ de g est également supportée en
un point{po}, et de longueurn. CommeP est un sous-schéma de la courbe ligson aOp = C[x]/x". PuisOgz
étant de dimension finie s@, O est unOp-module de type fini. D’aprés la décomposition en modules monogenes
d’'un module de type fini sur un anneau principal, il existe des générgieurs , p, et des entiersy, ..., k, tels que
Oz =Clt]/t"r p1 ® Ct]/t*2pr @ - -- @ C[t]/t* p,. De plus, comme®: Op — O, est injective, on peut supposer
queki = n et lesk; sont tous inférieurs ou égaux:aOn ordonne les entieks et on noteu(Z, g) = (k1,..., k) la
partition deN associée &7, g).

Théoreme 4.1[6]. SoitA un schéma projectif lisse & une courbe elliptique. Sof uneN grappe deA supportée en
un point etg: Z — E un morphisme. Soji(Z, g) = (k1, ..., k) la partition associée &Z, g). Alors le fibré associé
surE estly, ® I, ®--- & I,.

Gréace a ce théoreme, on démontre que dans les cas des sytémes dedraetries la famille de fibrés vectoriels
sur E déduite de la construction spectrale et indexée pav_leschéma de Hilbert n'est pas le tiré en arriere de la
famille universelle de Friedman, Morgan et Witten. Par exemple, dans Bs¢asit/ € C[x, y, z] unidéal définissant
uneW..(Bz)-grappeZ de A de suppor{(po, po. po)}-

— Sil = Iy (aey : bey ), alors le fibré associé 2 est/s.
— Sil =1y(1:0), alors le fibré associé A esti, @ Io.
— Sinon, c’'est la somme direcle ® Ok.
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